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Kapitel 1

Einleitung

Bei der Simulation von physikalischen, chemischen oder biologischen Vorgéngen treten
haufig partielle Differentialgleichungen (PDE) als Modell auf. Bei vielen Anwendun-
gen ist ein schnelles oder hiufiges Losen von PDE’s gefragt, die sich nur in einem
Parameter unterscheiden, sogenannte parametrische PDE’s. Als Beispiele dienen eine
Optimierungsaufgabe mit PDE-Constraints, bei der man viele Parameteranfragen hat
und Handy-Anwendungen, bei denen man ein schnelles Ergebnis haben mdochte.

Viele Diskretisierungsmethoden, wie zum Beispiel die Finite-Elemente-Methode (FE-
Methode) oder die Finite-Volumen-Methode liefern grofie algebraische Systeme, welche
oft nicht in einem realistischen oder erwiinschten Zeitrahmen geltst werden kénnen. Die
Reduzierte-Basis-Methode (RB-Methode) hingegen liefert online sehr kleine algebrai-
sche Systeme und eignet sich besonders bei Echtzeit-Problemen oder Viel-Parameter-
anfragen.

Die RB-Methode basiert auf einer Zerlegung in Offline-Berechnungen und Online-
Berechnungen. Offline werden einige detaillierte Losungen (Snapshots) mithilfe von ge-
nauen Diskretisierungsmethoden wie der FE-Methode berechnet. Es miissen also noch
grofle algebraische Systeme gelost werden. Allerdings muss dies nur einmal im Vor-
aus getan werden. Anschlieffend koénnen beliebig viele Losungen zu unterschiedlichen
Parametern in einem stark reduzierten System berechnet werden (Online).

Die Idee der RB-Methode ist bereits 1978 bei Almroth et al. [1] zu finden und hat
im letzten Jahrzehnt einen groflen Aufschwung erlebt. Die RB-Methode fiir lineare
elliptische Probleme ist Standard und zum Beispiel in [18, 17] zu finden. Aber auch
RB-Methoden fiir zeitabhéingige Probleme [8, 10] wurden bereits studiert. Eine An-
wendung auf Optimierungsprobleme ist in [16] zu finden. Besonders reizvoll wird die
RB-Methode durch effiziente, online berechenbare a-posteriori Fehlerschétzer [18]. Mit
solchen kann ein Greedy-Algorithmus zur adaptiven Basisgenerierung [21] realisiert wer-
den. Haasdonk et al. [10] kombinierten den Greedy-Algorithmus mit der PCA (Princi-
pal Component Analysis). In aktuellen Arbeiten (Buffa et al. [6], Binev et al. [4] und
Haasdonk [9]) wurde die Konvergenz des Greedy-Algorithmus untersucht.

Das Berechnen der Snapshots geschieht offline und muss daher nicht besonders schnell
gehen. Allerdings muss die Zeit in einem realistischen Rahmen liegen, was bei heutigen
Anwendungen unter Benutzung von einfachen Diskretisierungsmethoden nicht selbst-
versténdlich ist. Deshalb hat diese Arbeit zum Ziel, die Offline-Berechnungen in einem
Gebietszerlegungs-Modus durchzufiihren. Die Idee der Gebietszerlegung ist es, eine Par-
tielle Differentialgleichung als eine Zusammensetzung von mehreren, gekoppelten Glei-
chungen auf Teilgebieten zu formulieren. Daduruch erhélt man mehrere kleinere alge-
braische Systeme, die leichter zu 16sen sind. Zum anderen kann man die Algorithmen an
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parallele Rechnerstrukturen anpassen, welche im Zeitalter der Hochstleistungsrechner
eine grofle Bedeutung haben.

Es gibt bereits Ansétze die RB-Methode mit Gebietszerlegungsmethoden zu vereinigen.
Maday et al. [13, 14] fithrten die Reduzierte-Basis-Element-Methode (RBE-Methode)
ein, bei der bereits Snapshots auf Teilgebieten berechnet werden. Diese werden dann
mit Lagrange-Multiplikatoren verbunden, aber die Offline-Berechnungen werden nicht
ginzlich in einem zerlegten Modus durchgefithrt. Huynh et al. [11] erweiterten die
RBE-Methode im Jahr 2011, indem Sie bausatzartige Komponenten, die iiber “Ports”
verbunden werden kénnen, einfiihrten.

In der Gebietszerlegung werden oft iterative Schemata verwendet, um das System ge-
koppelter Gleichungen zu 16sen. In dieser Arbeit stellen wir ein iteratives Schema fiir
die RB-Methode auf und kénnen dadurch die Offline-Berechnungen komplett in einem
zerlegten Modus durchfiihren.

Es gibt noch keine Arbeiten, in denen iterative Methoden fiir die RB-Methode unter-
sucht wurden. In dieser Arbeit werden daher die wichtigsten Aspekte dieses Konzepts
in einer angepassten Umgebung erarbeitet. Wir betrachten eine zeitunabhéngige, ellip-
tische Differentialgleichung zweiter Ordnung und als Vorbild fiir das iterative Schema
das Dirichlet-Neumann Schema in sequentieller und daher nicht parallelisierbarer Form
[15]. Die detaillierten Losungen werden mit linearen Finiten Elementen berechnet. Das
Hauptaugenmerk liegt also nicht auf der Parallelisierung, sondern darauf, eine Grund-
lage fiir weitere Arbeiten zu schaffen; sowohl theoretisch als auch numerisch.

Uberblick

In Kapitel 2 fiihren wir das volle Problem ein, welches Ausgangspunkt fiir die Redu-
zierte Basis Approximation ist und greifen fiir die Arbeit relevante Grundlagen der
Gebietszerlegung auf. In Kapitel 3 formulieren wir das reduzierte Verfahren. Noch im
selben Kapitel und in Kapitel 4 vollziehen wir einige theoretische Untersuchungen; unter
anderem beweisen wir Konvergenz des Verfahrens und stellen einen a-posteriori Feh-
lerschiitzer bereit. Die bereits erwihnte Offline/Online-Zerlegung geben wir in Kapitel
5 an. Letztendlich sind in Kapitel 6 Herangehensweise und Ergebnisse der numeri-
schen Experimente aufgefiihrt. Diese zielen vor allem darauf hin, eine fiir den Greedy-
Algorithmus geeignete Basiskonstruktions-Strategie zu finden.



Kapitel 2

Volles Problem

2.1 Modellproblem

Gegeben sei ein Gebiet Q C R? mit Lipschitz-Rand 9 und ein Gebiet P im Parame-
terraum R”, P € N. Fiir 4 € P betrachten wir das Randwertproblem

L(p)wa(p) = h(p) in Q,
ug () =0 auf 09.

Fiir alle u € P sei hierbei h(u) eine gegebene Funktion in L?(Q2), uy (i) die gesuchte
klassische Losung und der Differentialoperator L(u) gegeben durch

L0 = = 3 5 (oo ) + s

ij=1
Fiir alle € P fordern wir a;;(p) € L>(2), aii(p) = aji(p) fiir i,5 = 1,2, ap(p) €
L>(Q), ap(p) > 0 und
2

> (@ gl = co (e, Vo € QVE € R% (2.1)

ij=1
Wir haben also eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, die zeitunabhéngig
und insbesondere elliptisch ist. Wir setzen auflerdem voraus, dass die Funktionen h, ag
und a;; fiir 7,7 = 1,2 affin parametrisch sind. Diese Voraussetzungen gehen erst in
Kapitel 5 ein und werden deshalb erst dort erklért.

2.2 Schwache Form

Nun sei ein Hilbertraum X = H(Q) oder X C H}(), dim(X) < oo mit Norm
I llx == |1 () gegeben. Mit der parametrischen Bilinearform a : X x X x P — R,
gegeben durch

a(v,w; 1) Z/am (933] axzwdac—i—/gao(,u)vwdaz

1,7=1

und der parametrischen Linearform f: X x P — R, gegeben durch

fles) = [ hpodo

definieren wir das detaillierte unzerlegte Problem:

7
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Definition 2.1 (Detailliertes unzerlegtes Problem):
Das detaillierte unzerlegte Problem ist gegeben durch

Zu p € P suche u(p) € X mit
a(u(p),v;p) = f(v;p), Vo € X. (2:2)

Bemerkung 2.2:

Dies ist die schwache Form der Differentialgleichung. Unter den obigen Voraussetzungen
an ag(p), aij(p) und h(p) ist a eine symmetrische, stetige, koerzive, parametrische Bili-
nearform und f eine stetige, parametrische Linearform. Die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung u(pu) folgt also aus dem Satz von Lax-Milgram.

Bemerkung 2.3:

Die Funktion u(u) ist diejenige, die am Ende approximiert wird, egal ob X = H}(Q),
oder ob X ein endlichdimensionaler Approximationsraum ist. In der Praxis ist X z.B.
ein FE-Raum und u(u) die FE-Losung. Das bedeutet, dass wir dann den Fehler der
FE-Lo6sung ausblenden.

2.3 Iteratives Schema fiir Gebietszerlegung

Jetzt betrachten wir eine Zerlegung des Gebiets €2 in zwei Gebiete, siche Abbildung 2.1.
Dabei stellen wir alle Bedingungen an die Zerlegung auf, die spater benotigt werden.

Definition 2.4 (Gebietszerlegung):
FEine zulissige Gebietszerlegung des Gebiets € ist gegeben durch die Teilgebiete 2y, (o
und das Interface I', wobei gilt

e QLU =0Q,

e 1NNy =10,

e I' =001 NNy,

o I', 00 \T und 002 \ T haben nicht verschwindendes (n — 1)-dimensionales Mafs,
e O und Q9 sind Lipschitz-Gebiete.

Wir definieren nun folgende Rdume und Normen fir k =1,2:
Xp = {vj,Jv € X} C H'(Qy),
X = X0 H (),
1 M = 1 -
Folgende Aussage findet man in [19, 20], mit Beweis in [12].

Lemma 2.5 (Spur, Fortsetzung):

Unter den Voraussetzungen aus Definition 2.4 existiert eine eindeutige, lineare, stetige
Abbildung 7 : H'(Q1) — HY2(0Q) mit v = v|aq, firve C®(Qy), genannt Spurope-
rator. Desweiteren existiert eine lineare, stetige Abbildung RY : H'/?(9Qy) — H'()
mit ’y(ﬁi?g) =g firge H1/2(8(21), genannt inverser Spuroperator.

Lemma 2.5 gilt genauso mit dem Gebiet (5.
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Abbildung 2.1: Zerlegung eines Gebiets im R?

Korollar 2.6:
Wir fiihren folgende Bezeichnung ein (analog fir Xs):

v: X130~ (0)r € HY()
und definieren damit
Xp = (X1) = v(X2) € HY/A(T),

Wir bezeichnen fiir g € Xv mit g die Fortsetzung auf 0Q1 durch Null und definieren
damit
9l xr = 91l /2 (00,)-

Dann ist v : X1 — Xr linear und stetig und es existiert ein linearer, stetiger Fortset-
zungsoperator R? : Xt — X

Beweis:
Falls X = H}(Q), gilt Xr = {g € HY*(I')|]g € H'?(991)}. Dieser Raum wird auch
mit HéO/Q (T') bezeichnet [19, 20]. Wir kénnen dann RY wie folgt definieren:

R(l] : Xp e Xl,

Falls X endlichdimensional, existiert eine Basis {gp(i)}?:ll von X;. Nun sei Xr =
span{yp®}ics mit J < {1,...,n1} so, dass {y¢®};cs linear unabhingig. Dann
konnen wir R} wie folgt definieren:

R(l) . XF — Xl,
9= vy — Rg = 3" pD0),
ieJ €eJ

Bemerkung 2.7:
In jedem Fall gilt Xp C H(%Q(I’) C HY2(I'), aber || - ||x ¢ || - | r1/2ry (12, 20].
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Wir formulieren nun das detaillerte unzerlegte Problem (2.2) als Zusammensetzung
von Problemen auf den Teilgebieten. Da die Randwerte auf I a priori nicht bekannt
sind, miissen die Losungen u(u) = u(p)|o, und ua(p) = u(p)|q, approximiert werden.
Dies kann mit einem iterativen Schema erreicht werden. Wir wéhlen hier das Dirichlet-
Neumann Schema [19, 20, 15]. Dazu werden folgende Linear- bzw. Bilinearformen fiir
k = 1,2 benoétigt: ag : X x X x P — R,

= o 0
ar (v, w; p) = Z/ﬂ az‘j(ﬂ)aijax,
k (3

wdac—l—/ agp(p)vw dx
i,j=1 Q

und fr: X x P —= R,

fulvi) = [ hmyoda.

Folgende Aussage findet man zum Beispiel in [20].

Lemma 2.8 (Friedrich’sche Ungleichung):
Unter den Voraussetzungen aus Definition 2.4 existieren von Qi und I' abhdngige Kon-
stanten, so dass fir v € Xy gilt

[Vl z10p) < cpellVollzziay)-

Lemma 2.9:
Unter den Voraussetzungen aus Definition 2.4 sind die Bilinearformen ay, (k = 1,2)
stetig und koerziv auf Xj.

Definition 2.10:
Wir definieren die Stetigkeitskonstante von ay, k = 1,2 durch

a(v, w; )
Y(p) ;= sup sup —————
veXE\{0} weX;\{0} vl x llwl] x,
und die Koerzivititskonstante durch

a(v,v; 1)

o = in _—
W)= o Tl ol

Mit Lemma 2.9 sind diese Quantititen wohldefiniert.

Bemerkung 2.11:
Wegen a;;(p) = aji(p) fiir alle ¢, j = 1,2, sind die Bilinearformen aj symmetrisch. Wir
konnen folgende Energienormen definieren:

veXp: ||v||iﬂ = a1 (v,v; p),

ve Xy: HvH%M = az(v,v; p).

Die || - [|1,,-Norm ist dquivalent zur X;-Norm und die || - ||2 ,-Norm ist dquivalent zur
Xo-Norm. Dies folgt aus Lemma 2.9.

Beweis (Lemma 2.9):
Die Stetigkeit folgt mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung. Mit

cra(p) = e laij ()l ey wnd  ex2(p) = llao ()] Lo )



KAPITEL 2. VOLLES PROBLEM 11

ergibt sich
|lak (v, w; p)| < Ck,l(M)HVUHm(Qk)va|’L2(Qk) + Ck,2(M)HUHL2(Qk)”w”LQ(Qk)
< (er1(p) + crz () vl g ) llwll m@y)-

Die Koerzivitét folgt aus Eigenschaft (2.1) und der Friedrich’schen Ungleichung;:

v, ) 2 o) [ (9oPde > G ol
Qe CPk

O

Die Losung des vollen unzerlegten Problems 2.2 besitzt folgende wichtige Eigenschaften:

( )‘91 :u( )’92 auf T,

/ S, - [ S () e (23)

1,j=1 1,j=1

dabei ist n* = (n¥,n%) fiir k = 1,2 der Normalenvektor auf T' in Richtung Q. (2.3)
ist der Konormalenfluss iiber das Interface. Das Dirichlet-Neumann Schema basiert auf
der Annéherung dieser Interface-Bedingungen. Dabei wird zur Approximation des Ko-
normalenflusses nicht die Losung differenziert, sondern folgendes Funktional berechnet:

b(u(p)lay,v;p) = fi(Baiyvs p) — ar(u(p)|o,, Bayvs 1), Vv € X, (2.4)

mit einem beliebigen Fortsetzungsoperator Ry : Xr — X;. Falls u(u) eine FE-Losung
ist, erhdlt man dadurch eine bessere Approximation an den Normalenfluss [7].

Definition 2.12 (Detailliertes iteratives Verfahren):
Seien ¢°(p) = 0 € Xp und 0™(n) € [0,1] fiir n > 1 gegeben. Das detaillierte iterative
Verfahren sei gegeben durch

Zu i € P suche Lisungssequenzen
ut(p) € X1, uy(p) € Xo,n >1

mat
a1 (uf (i), v; ) = f(v; p), Vv e X7, (2.5)
vul(u) =g" " (w), (2.6)
az(uy (p),vs ) = fa(v; p) + buy (u), v p), Vv € Xo, (2.7)
g (1) = (1= 6™()) g™ (1) + 0™ () yus (). (2.8)

Lemma 2.13 (Konvergenz):

Es gelte 0" (p) > Omin(p), n > 1 fir ein Oyin(p) > 0. Dann existiert ein 6*(u), so dass
fiir 0™(u) < 0*(n), n > 1 die Sequenzen der Lésungen ul(u), uy(n) in den jeweili-
gen Raumen konvergieren. Die Grenzwerte uy(p) und ug(p) ergeben zusammengesetzt
gerade die Losung des detaillierten unzerlegten Problems, d.h. ui(p) = u(p)|o, und

uz(p) = u(p)lq, -

Beweis:
siche [15]. Insbesondere ist die Konvergenz-Geschwindigkeit bei der FE-Methode un-
abhéngig von der Gitterweite. O



Kapitel 3

Reduziertes Problem

Wir realisieren nun das volle iterative Schema mit RB-Funktionen. Die Idee der RB-
Methode ist es, die Mannigfaltigkeit der Losungen u(u), welche in einem Raum sehr
hoher Dimension lebt, aber selbst nur die Dimension des Parameters p besitzt, durch
einen niedrigdimensionalen linearen Raum zu approximieren. Dazu werden sogenannte
Snapshots (Losungen zu einigen ausgewiihlten Parametern) berechnet und deren lineare
Hiille als Approximationsraum fiir die Losungs-Mannigfaltigkeit verwendet. Eine redu-
zierte Losung un(p) zu einem Parameter p ist dann eine Projektion der Losung ()
auf den Approximationsraum. In der Praxis werden die Snapshots zum Beispiel durch
FE-Losungen gegeben sein. In diesem Fall sind die Rdume X, beziehungsweise X1, Xo
als Finite-Element Rdume zu interpretieren. Wir iiberspringen vorerst die Konstruk-
tion der Basen und nehmen an, dass eine beliebige Auswahl an linear unabhingigen
Snapshots aus X7 und Xy gegeben ist.

3.1 Definitionen

Definition 3.1 (RB-Réume I):
Auf Q1 bzw. Qo seien mit 0.B.d.A. linear unabhdngigen Funktionen w%)l e Xy fir

1=1,..., N1 bzw. <p§\i,)2 € Xy firi=1,..., Ny RB-Riume definiert durch

X e @ ™M
N,1 := span {@N’l} . C Xq,

1=

— @ "
X2 := span {@N’Q} . C Xo.

1=
Wir benétigen nun einen Teilraum X]({,l von Xy 1, der im reduzierten Verfahren die
Rolle von X? einnimmt. Wir kénnten X]({, ; durch Xy 1N H&(Ql) definieren. Wenn wir
aber keine weitere Voraussetzung an die Basisfunktionen stellen, kénnte Xy 1N H&(Ql)

leer sein. Deshalb wihlen wir einen allgemeineren Ansatz.

Definition 3.2 (RB-Réume II):
Fiir k = 1,2 definieren wir mit vorerst beliebigen, festen Indexmengen I,g c{l,..., Ny}
und I}; ={1,...,Ng}\ I}:
X%’k = span {gogf,)k‘ 1€ I,S} C XNk,
X]FV,k, = span {gog\zf)’k‘ 1€ I};} C Xnk
und bezeichnen mit N = |I9| = dim(X$ ;) und N} = |I] | = dim(X}, )

12
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Ein v € Xy, kann also auf eindeutige Weise geschrieben werden als Summe v = V040l
mit 1° € XJOVk und o' € X]F\,k. Der Raum XR,Q ist fiir die Theorie nicht notwendig,
wird hier aber der Vollstéindig’keit halber eingefﬁhrt.

Im Allgemeinen gilt nicht V(X}:u) = V(XRQ), wir bendtigen daher Lagrange-Multi-
plikatoren, welche den Ubergang auf T' regeln. Dieser Ansatz wurde schon im Zusam-
menhang mit der Mortar-FE-Methode, siehe z.B. [3], verfolgt. Bei der Wahl des Raums
der Lagrange-Multiplikatoren ist zu beachten, dass er die selbe Dimension besitzt, wie
Xll\f,F' Wir wihlen hier speziell le\f,l“ fiir die Lagrange-Multiplikatoren und erhalten
damit die orthogonale Projektion.

Definition 3.3:
Wir definieren den Projektionsoperator mn @ Xp — V(X}:, 1) durch

NG 1 (9 — NG, W) 2y =0, Vw € XJIV,F-
Nun definieren wir fiir k = 1,2 die Fortsetzungen Ry, : ’y(X}:,k) — XN durch

RNk ¢ ak (BN k9,03 1) = 0, Vv e X3y, (3.1)
V(RN kp9) = 9. (3.2)
Die Fortsetzungen sind wichtige Bestandteile des spateren Konvergenzbeweises. Die

letzte Definition ist insbesondere nur sinnvoll, wenn wir eine erste Bedingung an die
Basen stellen. Dies zeigt nachfolgendes Korollar.

Korollar 3.4:

Fiir k = 1,2 gelte dim(y(XY ,)) = NI, d.h. 7|X11:”€ ist bijektiv, dann sind die Fortset-
zungen wohldefiniert. ’

Beweis:

Sei g € X]k{,’F. Nach Voraussetzung ist (R]\/’k,/ig)F durch Gleichung (3.2) eindeutig be-
stimmt. Wir kénnen dann Gleichung (3.1) umschreiben in

ar (Bygp9)° v ) = —ag (Bnpug)' v k) Vv € X3y

Nach dem Satz von Lax-Milgram hat diese Gleichung eine eindeutige Losung (R Mg)o.
Also ist insgesamt auch Ry .9 eindeutig. U

Lemma 3.5:
Der Interpolationsoperator wy ist linear und stetig, d.h. es existiert eine Konstante C,
so dass

Imngllxe < Cllgllxe, Vg € Xr.

Beweis:
Wir beweisen die Stetigkeit. Zuerst zeigen wir eine Abschitzung in der L?(I')-Norm.
Sei g € Xr, dann ist myg € X}V,F und

H7TN.9H%2(F) = ("Ng,™Ng)r2(r) = (TNG, 9) L2 (1)
<llmngllL2@ylgllzz(ry
= |lmngllee@y < lgllzzr)-
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Im Raum 'y(X}:,’l) sind alle Normen &quivalent. Also existiert eine Konstante C' mit

lgllxe < Cligllzzqry, Vg € 7(XN,).
Sei nun wieder g € Xp, wir erhalten durch grobe Abschiatzung
[mngllxr < Climngllre@y < Cllgllpz
< Cllgll iz 00,y = Cllgllxe-
O

Wir kénnen unsere Schreibweise nun abkiirzen, indem wir den Projektionsoperator auf
eine lineare, stetige Abbildung von Xy 2 nach X ]I\} | erweitern.

Definition 3.6:
Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in Korollar 3.4. Wir definieren den Operator
7N durch

-1
~ r
™ = (")/’X}:”) 7TN’)/:XN72—>XN71.
Auglerdem definieren wir erweiterte harmonische Fortsetzungen durch
By = Bniumny : Xn2 — XN,
Rno, = Rnouv: Xno — Xnpo.

Damit haben wir die Kopplung auf I' bewerkstelligt. Wir miissen nun weitere Ei-
genschaften, die spiter gebraucht werden, gewéhrleisten. Wir verlangen, dass my auf
~v(Xn,2) eine Bijektion ist, d.h. es soll gelten

ng=0 = g¢g=0, Vg € v(Xn2).

Dies ist gegeben, falls v(Xn2) Ny (X ]1\‘[71)¢ = 0. AuBerdem soll gelten, dass aus v € X&Q

folgt RNJMU € XRM. Dies ist nach Definition von Ry 1, nur mdoglich, falls 7yyv = 0
und das ist mit voriger Eigenschaft wiederum nur mdoglich, falls yvv = 0. Wir fassen nun
die Bedingungen an die RB-R&ume zusammen.

Bedingungen 3.7:
I dim(y(Xy,)) = Nj,
I dim(y(X%,)) = N}
M X3 n (X5, =0,
IV y(XR,) =0.

Wir haben somit einige Eigenschaften von FE-Réumen nachgeahmt. Wie und ob diese
realisiert werden konnen, ist eine Frage der Basisgenerierung (Abschnitt 6.5).
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3.2 Problemformulierung

Wir erhalten ein Funktional by : Xn1 X Xn2 X P — R analog zu b aus (2.4) indem
wir setzen

by (v, ws ) == fi(Tyvw; ) — a1 (v, Tyw; ).

Definition 3.8 (Reduziertes iteratives Verfahren):
Seien g% (1) = 0 € Xno und 0% (u) € [0,1] fiir n > 1 gegeben. Das reduzierte iterative
Verfahren sei gegeben durch

Zu p € P suche Lésungssequenzen
ufyy (1) € X, ulyo(p) € Xno,n > 1

mit
ar(uy (1), 03 1) = fi(v; ), Vve Xy,  (33)
w1 ()" = 7ngi (), (3.4)
az(up o(p), vs ) = fo(v; ) + bn (w1 (1), v; 1), Vv € Xn o, (3.5)
g () = (1= 0% (1) g ' (1) + O ()ul o (). (3.6)

Bemerkung 3.9:
Mbgliche Abbruchkriterien fiir das Verfahren sind n = ngyop mit einem ngpop > 1 oder

i1 (1) — upy (p )|+ [ufr2(1) — ulo (1 F (1) |2 < tol

mit einer Toleranzschranke tol > 0. Wir iiberpriifen kurz, ob alle Iterierten existieren
und eindeutig sind. Fiir u”NJ(u)F ist dies mit Gleichung (3.4) klar. Wenn wir Gleichung
(3.3) umschreiben in

ay (uf 1 (), w5 ) = fo (v ) — ax (R ()", 05 10) Vo€ X}, (3.7)

folgt die Existenz und Eindeutigkeit von u% ; (12)° aus dem Satz von Lax-Milgram, da die
rechte Seite in (3.7) linear und stetig in v ist. Die Wohldefiniertheit in Gleichung (3.5)
folgt ebenso aus dem Satz von Lax-Milgram. Hierbei ist die Stetigkeit von by (v, -; 1)
und damit die Stetigkeit der Funktion 7y auf Xy o wichtig. Fiir diese brauchten wir
die Bedingung IV aus 3.7.

3.3 Beschrinktheit der Normen

Satz 3.10:
Fiir n > 1 ist die Xo-Norm von gi(p) beschrdnkt durch

lgh (1))l x, < epn ZHN IT oG,

j=i+1

mit Konstanten (j > 1)

erm) = s (Il + (14 225 ) Wil s p a0l )

coljom) = (1= B 0) + 8% () 2 (1 + 3%) 17l x5,
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Beweis:
Sei n > 1 fest. Wir schitzen zuerst u} ;(p) in der X;-Norm ab:

r
s 1 () llx, < s (1)° iy + ey () s -
Die Norm von u? ;(12)? schiitzen wir iiber die Energienorm ab:

1
e 1 (1)), < ———=IuRr1 (10)°]l1,0- (3.8)
()

Wir folgern dazu aus (3.3), der Dreiecksungleichung und der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung

, 1) )

= f1 (w1 ()% 1) — a1 (uhey ()" ul s (10)° 1)
<G )l Nl () =+ ey ()"l 1 ()1

Nun wenden wir die Koerzivitat und die Stetigkeit von a; an:

1 () M3 = an (uh (1)°, ulh (1)

1
[ 1 ()13, Sﬁ”fl(ﬁ#)“)q a1 (1)°]]1,p
+ vy () [[u (p HX1HUN1( )OHLH'

Durch Kiirzen erhalten wir eine Abschétzung in der Energienorm und zusammen mit
(3.8) ergibt sich

”((’;))uuN,l(m Ix..

1
n 0 < .. ,
[[uf,1 (1) |51 < —al(ﬂ)llfl( )l xy +

Insgesamt erhalten wir dann

o), < s >uxi+<1+ gii‘j))uu%,l(mfuxl

b
o (1) o (1)

Nun schitzen wir ujy, o(p) in der Xo-Norm ab. Wir betrachten zuerst die Energienorm
und benutzen Glelchung 5):

1)\ - e
115 )l xq + (1 + ) 17N oo x9N ()]

(3.

[ufe 2 ()3, = az (uhro (), uRra(p); 1)

= ( %,Q(M)vﬂ) +bN (UNQ(,U) U%Q(:U');,U')

= fo (ulo(p); 1) + fi (Anuo(p); 1) — ar (ufq (), vl o (10); 1)

< 2G5 m)llxg 2 () s + 1A G I IFN 2 x 0 x5 ) 1R 2 (1) 1 x

+ ’Yl(M)HUN,1(M)HX1 HﬁNHL(XN,Q,X}:,’l) HU&Q(M)HXT

)

Nun folgern wir mit der Koerzivitdt von aso
1 n
e a ()2 (11205 0) 1 x;
()

Nl e g ) (G0l + 1 @ld @x ) ) -

2 ()3, <
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Nach Kiirzen von |[u}; 5(p)||2,, und nochmaligem Ausnutzen der Koerzivitdt erhalten
wir insgesamt

1
o)l < s (Il
7l ey axt, ) (12 + (i )x)) -

Wir kénnen jetzt die Xp-Norm von g% (1) durch einen Ausdruck abschétzen, der nur
aus Konstanten und der Xo-Norm von g7 (1) besteht. Wir wenden in (3.6) die Drei-
ecksungleichung an und setzen dann die beiden bisher gewonnenen Abschétzungen ein.

g ()|, < (1= OR )llgn " llxe + OR (1) [y 2 () | x.

n n TilH Y1l ~ n—
(1= 0% (1)) + 03 (o) 2L (1 oy )> Hmvui(XN,%xg,g] lgi"lx

IN

as(p) a1 (p)

+ 0 (1) [ﬁ (1ol

+(1+ 2 HﬁNHL(XN,Q,X;M)uf1<-;muxi)]

= co(n, 1)llgh Iz + cr ()0 (1)

Die endgiiltige Abschitzung folgt nun mit vollstéindiger Induktion und ¢% = 0. O

Korollar 3.11:
Fiir n > 1 ist die X1-Norm von u’ () beschrankt durch

('?M)HX{

1
HunN,l(M)Hxl < ()

: <1+ li%) 78 a0 2 00 () T eolGin)

i=1 Jj=i+1

und die Xo-Norm von u”N72(u) durch

(51l xy + co(0, 1) cr (e ZGN 1T <ol ),

n <
2 ()l < (1 j=it1

~—

wobes 99\, = 1.

Beweis:
Siehe Beweis von Satz 3.10. O

3.4 Matrix/Vektor-Formen

Wir schreiben nun (3.3),(3.4) und (3.5) um in lineare Gleichungssysteme. Wir legen
zuerst einige Schreibweisen fest. Es seien

Zgn 1(Z N27

ZEIF

ZuNk SDNiw
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fiir £ = 1,2 mit Vektoren ganl(u) € RNz, uy (1) € RV, Die Indexmengen I{ und I}

seien nun geordnet. Allgemein sei dann fiir einen Vektor v € R+ fiir k = 1,2

W0 = (v(i)> S RNQ,
- = Jiern

Wir beginnen das Umschreiben mit Gleichung (3.4):
> QN,HQ%J(/‘)F = QN,lQQX[_l(,u),

wobei die Matrizen Gy 11 € RM XN ynd Gni2 € RN %Nz gegeben sind durch

Gy = ((730%?1’730%),1)9@))1‘je[f’
Gni2 = ((730%?2’7@5\221)L2(F)>¢611F,j61§'

Die Abbildung 7y ist also durch die Matrix Q;,lng ~,12 charakterisiert. Die Matrix

G 11 ist nicht-singulér, da die Funktionen 'ycpgf,)l fiir 4+ € I{ nach Voraussetzung linear

unabhingig sind. Gleichung (3.3) lidsst sich #quivalent schreiben als
> AV (WuRa ()" = EXa () — AN (0 (W)

wobei die Matrizen A%),l(,u) e RV XM und A?{l(u) € RV *NT gegeben sind durch

AV (1) = (al(@%?l’ PN “))mdi’ ’

40T :( G) 00 )
_N,1(M) al(‘pN,l’gpNvl”u) iel? jeIt’

und der Vektor F 9\,71(/;) € RM durch

Fya(p) = <f1 (905\?,15 :“))

iery

Zuletzt wollen wir Gleichung (3.5) in Matrizen/Vektoren ausdriicken:
> Ano()un o (1) = Fyo(p) + By o (1),

mit der Matrix Ay ,(p) € RN2*N2,

) ; Ny
Ano(p) = ((12 (‘Pg\]/?m 905\/),25 :“))Z =1

und den Vektoren Fyo(p) € RN, BY o(n) € RY2,

Exalo) = (Rlelin))

)

; 0 il

n (i) _ ) 2
_N,Q(M) = n i .

{BN1(M)()7 iely.
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Der Vektor BYy (1) € RM: st gegeben durch
Biea(n) = (G Gvaz) " (Bl () = AR (wufea ()

mit der Matrix A]FV’I(,u) € RM *M und dem Vektor E]FV,I(,M) € RM
AR () = (e (00 s

FRan) = (A (e0m)

Nun geben wir noch die fiir das Abbruch-Kriterium, sieche Bemerkung 3.9, benttigten
Matrizen bzw. Vektoren an. Es gilt fiir £ = 1,2

))z‘elf,je{l,...,Nl} ’

ze[f.

) = ) 2, = e () — s (), e 0) — i s )

N . .
= > (i) = w3 ) (i) = itV 00)) an (e e i)
1,j=1

s AR 0) I G R )

mit der bereits definierten Matrix Ay o und der Matrix Ay, € RM*M - die gegeben
ist durch

Ang = <a1 (Lpg\i’)vl’gpg)l;”))]'v‘l:l'

Z?]
Bemerkung 3.12:
Die drei Matrizen A?@vl(u), A(}\El(u) und AJF\M(M) bilden zusammengesetzt die Matrix

AN,1(M) = (a1 <90§\]}?1’90%)71;M)>]‘V‘1:1

Z7j

und die Vektoren E?VJ(M) und ER,A/L) bilden zusammengesetzt

Fyi(p) = (fl (SDNl’ >>’j\:1

Insgesamt miissen also folgende Matrizen und Vektoren assembliert werden: Ay (1),
Fyp(p) fir k=1,2 und Gy 11, Gy 1o-

Bei der Standard-RB-Methode ldsst sich unter Orthogonalitdtsbedingungen eine obere
Schranke fiir die Kondition der Systemmatrix angeben [17]. Wir wenden dieses Resultat
in folgendem Lemma mit analogem Beweis auf unsere Matrizen an.

Lemma 3.13 (Konditionen):

Die Basen der RB-Rdume seien folgendermafen gegeben: {@%)2}5\;21 set orthonormal
beziiglich (-, ) x,, {gp%),l}ig? sei orthonormal beziiglich (-,-)x, und {7305\?1}%]{ sei or-
thonormal beziiglich (-, ) 2(ry. Dann gilt

mit den Stetigkeits- bzw. Koerzivititskonstanten vy, (p), v2(p) bzw. aq(p), ao(p) von ay
bzw. as.
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Beweis:
Unter den gegebenen Voraussetzungen ist Gy ;; die Einheitsmatrix, hat also die Kon-
dition 1. Die Matrix A%{l(,u) ist symmetrisch, da a; symmetrisch ist. Deshalb gilt

’)\max ’
)
‘)\mzn‘

k(AR (1) =

wobei Anaz bzw. Anin der betragsméfig grofite bzw. kleinste Eigenwert von A%{l(,u) ist.

Seien Uy ., Umin die zugehorigen Eigenvektoren und gz, Umin zugehorige Funktionen

in X%’l, dann gilt
T _ T 00
)‘maxgma:vgma:v - Qma:}:AN,l(lu)Qmax
= al(umaxa Umaz; M)

< 'Yl(ﬂ)”umaxH?Xl-

Mit der Orthonormalitét in XR, , folgt

2 _ 2: ) () } : ) (9)
”’LLmax”Xl - < ie]? Eg)ax%zap ieI? ﬂgl)ax(p]\lf,l))(
1

- Z fol)axur(ﬁ;x <90%),1’90§\]21>X1

i,jeI0
2
_ Z 7) _.T
- <Q£nax) - Qmamgmax’
iel?

also insgesamt Apq, < v1(u). Ebenso zeigt man, dass Ay, > a1 (p). Also folgt

el ()
k(AR () = Amin] = a1 (p)

Die Schranke fiir die Kondition der Matrix Ay o(x) erhélt man analog. O



Kapitel 4

Analyse des Verfahrens

Dass das Verfahren unter den gestellten Bedingungen wohldefiniert ist, haben wir be-
reits gesehen. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass es sich tatséchlich dazu eignet, die
Losung u(p) des detaillierten unzerlegten Problems 2.2 zu approximieren. Dazu be-
weisen wir zum einen die Reproduktion von Lésungen aus dem detaillierten iterativen
Schema, falls die RB-Réume ,,schén® sind. Zum anderen zeigen wir die Konvergenz des
Verfahrens und stellen einen Bezug zwischen den Grenzwerten und der Losung ()
her.

4.1 Vorbereitungen und erste Resultate

Definition 4.1 (RB-Réume III):
Passend zu den obigen Definitionen definieren wir einen RB-Raum auf ganz §2:

XN = {’U < LQ(Q) ‘ Vg = U’Qk S XN,k7
U{‘ = ﬁ'NUQ}.

Folgendes theoretisches Resultat stellt einen Bezug zwischen dem detaillierten iterativen
Schema und dem reduzierten iterativen Schema her.

Satz 4.2 (Reproduktion der Iterierten):

Falls Xy C X, die Iterierten aus dem detaillierten iterativen Verfahren in den RB-
Riumen enthalten sind, d.h. uf(pn) € Xy, uh(p) € Xno firp e P, n=1,..., Nmax
und 0% () = 0"(p) fir n < nmag, gilt

unN,l(:U’) = u?(:u)’ Vn € {L---anmam},
u2 (1) = uz (), Vne{l,... ,Mmas},
wobes u"NJ(,u) bzw. w4 (1) die Iterierten aus dem reduzierten iterativen Verfahren sind.

Beweis:

Sein € {1,..., Nmaz }. Wir zeigen, dass aus vghy (1) = ¢" ! (p) folgt uy 1 (p) = ui (),
Uy o (1) = uj(p) und auch yg (1) = g" (1), falls n < Nygq. Die Behauptung folgt dann
mit vollstéindiger Induktion wegen vg% (1) = 0 = ¢°(u).

Es gelte also ’ygxf_l(,u) = ¢" (). Xy C X kann nur gelten, wenn zusitzlich zu den
Bedingungen 3.7 gilt X%, € X und y(X% ) = 7(X} ), also 7y die Identitit ist. Mit
Gleichung (2.6) und (3.4> folgt 7 7

yul ()" = yuf () = g" ) = vg (k)
= (7 L

-1
N) T v ()" = yul (1)

2

21
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Mit Punkt I der Bedingungen 3.7 folgt

r r

un ()" = ut(p)”
Aus den Gleichungen (2.5), (3.3) folgt dann fiir alle v € XRM

an (e (1) = (1) 03 ) = —ar (ufy ()7 — wl ()03 ) =
= up (1 )0 = uf ()"
= up, (1) = uf (p).

Jetzt folgern wir mit den Gleichungen (2.7), (3.5) fiir alle v € X2
as (uio (1) — uy (1), v; 1) = fi (Anv — Riyo; p)
—ay (uf (), ANV — Riyv; ) (4.1)

Wegen der Konformitéit von Xy gilt v(7yv) = yv und damit (7yv — Riyv) € XY, Da
uy(p) Gleichung (2.5) erfiillt, ergibt (4.1) Null, woraus letztendlich u} (1) = u3(p)
folgt. Der Rest folgt dann direkt aus den Gleichungen (2.8), (3.6) und aus 0%, (1) = 6™ ()
fiir n < Nmae. O

A priori kénnen wir nicht Xy C X erwarten. Xy ist jedoch in einem gréferen Raum
enthalten, den wir im Folgenden einfiihren.

Definition 4.3:
Der Raum X sei definiert durch

X = {U S L2(Q)’U|Ql S X17U|QQ S X2} .

Auf X sei durch ||v]| ¢ = (loxl%, + Hv2|]§(2)1/2 eine Norm gegeben. Die Bilinearform

a und die Linearform f werden aqu erweitert durch
a(v,w; p) = ay(vi, wi; ) + az(va, wa; 1),
f(uip) = fi(visp) + fa(vo; p).
Weiter definieren wir

. a(v, w;
A(p) := sup sup M,
veX\{0} weX\{0} [l ¢ [lwll %

a(u) = inf WU
vex\{o} vl llvll %

und die Energienorm auff( durch
[0l == Va(v,v; ).

Fir v € X gilt ||[v]| ¢ = ||v||x. Dass 4(u), &(p) und die Energienorm wohldefiniert sind,
zeigen folgende Abschéitzungen zur Stetigkeit und Koerzivitdt von a:

a(u,v; p) = a1(ur,vi; p) + as(ug, va; p1)

<m(llunllx lJonlls + 2200 luzllx, (o2l x,

=< Qmax{%(u)mz(u)}\/HMH?XIHle%(l + [luzl%, lv2l1%,
< 2max{y1(p), v2 () Hiull ¢ o]l ¢
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alu, u; ;) = aluy, ug; p) + a(ug, ug; p)

ar () lus 1%, + a2 () luzl%,
min{a (), a2 ()} ([lua 3, + lluzl%,)
min{a (u), o (1) Hlul% -

AV AVARN

Wir kénnen nun das detaillierte unzerlegte Problem in reduzierter Form angeben. Wir
werden spéter zeigen, dass die Losung dieses Problems genau der Zusammensetzung
der Grenzwerte der Iterierten uR ;(u), ufo(p) des reduzierten iterativen Verfahrens
entspricht.

Definition 4.4 (Reduziertes unzerlegtes Problem):
Das reduzierte unzerlegte Problem ist gegeben durch
Zu p € P suche uy(pn) € Xy mit
a(un(p),v;p) = f(v; ), Vv e Xy. (4.2)

Im Beweis der Konvergenz des reduzierten iterativen Verfahrens machen wir von fol-
gender Aquivalenz Gebrauch.

Lemma 4.5:
un(u) € Xy ist die Losung des reduzierten unzerlegten Problems genau dann, wenn
fir un 1 (p) = un(p)lo, und un2(p) = un (@), gilt

ay (un,1(p), v; ) = fi(v; p), Vo e X}, (4.3)
az (un2(p), v; ) =fa(vi p) + f1(7Tnv; p)
—a (uNJ(,u), TNV; ,u), Vv e Xp 2. (4.4)

Der Beweis von Lemma 4.5 verlduft analog zum Beweis von (2.1) in [15].

Beweis:
Fiir die erste Richtung sei uy(u) Losung des reduzierten unzerlegten Problems. Sei
v € X, und 9 die Fortsetzung von v auf Qg durch die Nullfunktion (9 € Xy!). Es gilt

ar (un,1(p), v ) = a(un(p), 05 1) = f(0, 1) = f1(v; ).
Nun sei v € Xy 2 und 9 € Xy die Fortsetzung von v auf €; durch 7yv. Es gilt
az (un2(p), v p) = a (un(p), 05 p) — ar (un (), TNV 1)
= f(0; 1) — a1 (un (), Tyv; 1)
= fo(vip) + f1 (Fnvip) — ar (una(p), Tvos p) -
Nun zeigen wir die andere Richtung, d.h. uy (1) € X sei nun durch die Bedingungen
(4.3) und (4.4) gegeben. Fiir v € Xy gilt
a(un (), v; i) = a1 (un(p), vis p) + az (un2(p), v2; 1)
= ay (un(p),v1 — Tnves ) + a1 (un 1 (@), TNV2; 1)
+ag (un2(p), vas ) -

An dieser Stelle kénnen wir Voraussetzung (4.4) einsetzen und da vy — Tyve € on\,l
auch Voraussetzung (4.3). Dann bleibt nur noch stehen

an (un(p),v;p) = f1 (vi — Tnve; 1) + fa(ve; ) + f1 (Anve; i)
= f(v; ).
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4.2 Konvergenz

Der Beweis der Konvergenz des reduzierten iterativen Verfahrens erfolgt nun in 2 Schrit-
ten. Wir zeigen zuerst, dass die Folgen der Iterierten u} ; (1) und u} , (1) konvergieren,
falls die Folge der g} (u)’s konvergiert. Anschlieflend zeigen wir unter bestimmten Vor-
aussetzungen die Konvergenz der Folge der g% (u)’s. Fiir den ganzen Abschnitt ersetzen
wir 7 durch RN,LH‘ Dadurch verlieren wir nicht an Allgemeinheit, da fiir den Fort-
setzungsoperator 7y und alle g € Xy o gilt

Ry =7ng+70n),

mit einem Rest r0(11) € X} ;. Da weiter fiir n > 1 gilt

S (P 1) — ax (uRey (), 70(p); ) =0,

kann man im reduzierten iterativen Schema 7y &dquivalent durch ]:ZNJ# ersetzen. Wir
definieren nun eine neue Norm auf Xy 2. Die Wohldefiniertheit ist durch die Punkte
LIIT der Bedingungen 3.7 gesichert.

Definition 4.6 (Normen):
Wir definieren folgende Norm:

9€ Xna:glry = |Bn1u9l1p-

Diese Norm wird durch folgendes Skalarprodukt auf Xy o induziert:

(9797)11“ =ax <RN,1,M.97 RN,l,MQ; ,u> .

Lemma 4.7:

Fiir n € P existiere ein On min(pt) > 0 mit O3, (11) > On min(p) fiir alle n > 1. Falls die
Folge {g3 (1) }n>1 fiir n — oo in X2 konvergiert, konvergieren auch die Folgen der
Iterierten ufy 1 (p) und ufyo(p) in Xy bzw. Xy .

Wir lassen im Folgenden die p-Abhéngigkeit weg. Der Beweis von Lemma 4.7 verlauft
analog zum Beweis von (3.1) in [15].

Beweis:

Xn,2 ist endlicher Teilraum von X, und damit ein Hilbertraum. Gleiches gilt fiir

Xn,1 C Xj. In endlichen normierten Rdumen sind alle Normen &quivalent. Wir brau-

chen demnach nur die Konvergenz bzgl. der Normen || - ||; bzw. || - ||2 zu zeigen. Da

Xn,2 vollstandig ist, ist {g} }n>1 eine Cauchy-Folge. Wir zeigen nun, dass {u&l}nzl

eine Cauchy-Folge in Xy ist. Wegen (3.3) gilt a3 (uft, — u'% ,,v) =0, Yo € X$, und

deshalb ’ ’ ’
R e T e [P Ve

Der letzte Ausdruck konvergiert gegen 0 fiir m,n — oo und damit ist {u} ;},>1 eine

konvergente Folge. Nun zu {uf 5}n>1. Wegen (3.6) gilt 7

1 - _
iz = 5 (9% — gy D+t
N

Nach Voraussetzung ist die Folge {1/67% },,>1 beschrankt. Durch Grenzwertbildung der
obigen Gleichung erhilt man also die Konvergenz von UR o

nan;O UN o = nan;O gut. (4.5)

O



KAPITEL 4. ANALYSE DES VERFAHRENS 25

Lemma 4.8:

Die beiden Grenzwerte un1, un,2 der Folgen {U%,l}neN und {u%’z}nEN erfilllen (4.3),
(4.4) und uR,l = TNUupn,z2, d.h. ergeben zusammengesetzt die Losung des reduzierten
unzerlegten Problems.

Beweis:
Die Gleichungen (4.3) und (4.4) erhilt man durch Grenziibergang in (3.3) und (3.5).
Mit (4.5) und der Stetigkeit von 7y folgt

uy\u = lim u"NJF =7N ( lim gxf_1> =TN < lim u”N72> = TNUN2-

n—oo n—oo n—~oo

O

Fiir die Konvergenz des reduzierten iterativen Verfahrens bleibt zu zeigen, dass die
Folge {g} }n>1 in Xy 2 konvergiert. Wir verfolgen dazu wieder die selben Schritte wie
n [15]. Wir definieren einen Operator T : Xy o — Xy 2 folgendermafien:

XNo2g—Tg=ws,

wy € XNt ag(wy,v) = —al(wl,RN,lv), Vv € Xp 2, (4.6)
w1 EXNJ :al(wl,v):O, VUEXR/J,
w{ = ﬁ'Ng.

Nach Definition gilt
w1 = RN,lga
wy = Ry ows = Ry oTy. (4.7)
Fiir ein 6 > 0 definieren wir dann
Ty : Xno2— Xno:Tpg=60Tg+ (1 —6)g.

Sei nun gy := upn,2, wobei uy € Xy die Losung des reduzierten unzerlegten Problems
ist. Man kann mit Lemma 4.5 leicht nachrechnen, dass gilt

gnt = gn = Ty (9% — 9n)- (4.8)

Wenn nun Ty, eine Kontraktion ist, dann konvergiert gy gegen gn. Dies benutzen wir
im folgenden Lemma.

Lemma 4.9:
Es existiert ein 03 € (0,1], so dass die Folge {g\ }n>1 in Xn2 gegen gy konvergiert,
wenn 0 < 0% < 0y fiir alle n > 1.

Beweis:
Wir zeigen, dass Ty eine Kontraktion ist, falls 8 passend gewéhlt ist. Dazu betrachten
wir

I Togl? = 62| Tg|I +26(1 — 6)(g, Tg)r + (1 — 6)*|lgIE- (4.9)

Wenn wir in Gleichung (4.6) v := R ~,2T'g setzen erhalten wir zusammen mit Gleichung
(4.7)

(9, T9)r = a1 <RN,197 éN,ng> = —as (RN,QT.%RN,ZTQ) = —||Rn2Tgl3.  (4.10)
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Damit erhalten wir in (4.9)
I Toglit = 0% Tgllf — 201 — )| R 2Tgll3 + (1 60)*lglIE- (4.11)

Wir benétigen nun die Aquivalenz der Normen ||[Ry 1 - |1 und ||Ry s - [|2 auf Xy 2. Da
Xn 2 endlich-dimensional ist, ist diese gegeben. Also existieren zwei Konstanten oy
und 7 mit

||RN,19H% < UNHRNQQH%’
1RN,29013 < 7| BivagllT-
Mit (4.10) und der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung kénnen wir abschétzen
ITgll2 = | BnaTyll} < onl|Rn 293
= —0oN a <RN,197 RN,1T9> < onllByaglhllBnaTglh
= onllgllrlTgllr-

Durch Kiirzen erhalten wir daraus

1Tgllr <onllgllr-

Nun miissen wir noch den zweiten Term in (4.11) abschétzen. Gleichung (4.6) mit
v := Ry2g ergibt a1(Rn19, Rn19) = —a2(Rn2T9, Ry2g) und zusammen mit der
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
||RN,19H% =ai <RN,19, RN,IQ) = —a2 <RN,2T9,RN,29)

< |RnaTgll2l| Ry 2912

< VINIIBRN 2 Tyllal| B gl
Durch Kiirzen erhalten wir daraus

1 1

VTN VTN

Setzen wir nun die gewonnenen Abschétzungen in (4.11) ein, erhalten wir schlieBlich

IRN2Tg2 > IRN,19l = gl

[Togllr < &n(0)llgllr,
mit

29(1—9))1/2'

kN (0) = (920]2\7 +(1-6%) — -

Man kann leicht zeigen, dass ky(0) < 1, falls 0 < 6 < 03, mit

2y + 1) )

0']2VTN + 71N+ 2

Oy = min <1,

und damit ist die Aussage gezeigt. O

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einer schematischen Zusammenfassung der bisheri-
gen Definitionen und Ergebnisse in Abbildung 4.1.
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iterativ unzerlegt

detailliert | u™(pn) — u(p)

reduziert | uy(u) — un (@)

Abbildung 4.1: Problemiibersicht und Zusammenhénge, siehe Gleichungen 2.2, 4.2 und
Definitionen 2.12, 3.8

4.3 A-posteriori Fehleraussagen

In diesem Abschnitt leiten wir einen effizienten a-posteriori Fehlerschitzer her. Dieser
dient insbesondere als Baustein im Greedy-Algorithmus fiir die Basisgenerierung (Ab-
schnitt 6.5.1). Eine erste Herangehensweise besteht darin die Fehler (u} , (1) — u(n))
fiir k = 1,2 zwischen den Iterierten des detaillierten und des reduzierten iterativen
Schemas zu betrachten. Dabei besteht die Hoffnung, dass diese bei geeigneter Wahl
der Basen (siehe Definitionen 3.1, 3.2) beliebig klein werden. Eine wichtige Grofe im
Zusammenhang mit a-posteriori Abschéitzungen ist das Residuum.

Definition 4.10 (Residuen I):
Fiirn > 1 und p € P definieren wir das Residuum r7(-;p) : XY — R durch

(v p) o= ar (wfy g (), 05 ) = fr(vs ), Vo e X7

und das Residuum r5(-; ) : Xo — R durch

15 (v; ) i= ag (U o (1), v; 1) — falvs ) = b (uly 1 (1), v 1) Vv € Xo.
Wir bezeichnen mit v{(u) € XY baw. V3 (u) € Xo die Riesz-Reprisentanten von 1.

Satz 4.11:
Sei Ry: X1 — X1 ein beliebiger stetiger Fortsetzungsoperator. Fiir den Fehler e"N’l(,u) =
ul(p) — uRy {(p) gilt in der Energienorm

a0l < s I,

+vtmen, (||t (0] + e+ i = 0" )
mit Konstanten cg, := ||R1l|z(xp,x,) und csup = SUDyex2 lv — 7nv|lr.

Beweis:
Der Ubersichtlichkeit wegen lassen wir die u-Abhingigkeit weg. Wir definieren 0€N 1 =
ey, — Rivey - Esgilt oely ) € X?. Wir kénnen daher die Energienorm folgendermafien
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abschétzen:

HOenN,IHf = a1 (OenN,hOenN,l) = (enN,hOenN,l) —a (Rl’YenN,1706nN,1)

= f1(0€R1) — a1 (uf1,0€R 1) — a1 (Rivel i, 0€k 1)

)

=17 (o€ 1) — a1 (Rivel 1, 0€R1)

< W7 llx, loeRall , + [1RiveRall, floekall,

1
< — I1llx, lloenall, + vAr[[Rivenall, [loekall; -

Jar

Durch Kiirzen erhalten wir

1
JoeRall; < oz il [RiveRally, -

Wenn wir nun noch die Dreiecksungleichung und die Stetigkeit von a; ausnutzen, be-
kommen wir eine Abschétzung fiir die Energienorm von e ;.

leNally < lloehall; + v [|BiveRall s,

1
< Jar V17l x, +2vm HRl’Ye%JHXI :
Den Term ||Ryve | x, konnen wir wie folgt abschétzen:

HRI’VBRMHXl < CRy HVB%JHXF

T 0
<cgr, <H’W7f — YuRN Hr + H’YU%J HF)
Weiter kénnen wir ||yu} —~yu'y V|- abschiitzen durch

yul —yuf e < [|lg" 7 = vangy |,
O e N[ A [
< csup + |Iyon "t = 9" |-

Nach Zusammensetzen der Ungleichungen erhalten wir die Behauptung. U

Falls XR,,I C XY, ist H’yu"NJ(u)OHp = 0. Die Konstante cg,, wird 0, falls X12V,I‘ =
X}V’F. Wie wir im Beweis von Satz 4.2 gesehen haben, gilt ebenso ||} (1)]|x, = 0, falls
uf () € Xy und vgn () = ¢" 1 (p). Um den Fehler €1 (p) vollstindig in den Griff

zu bekommen, miissen wir also ||vg (1) — g™ (1)||r betrachten. Unter der Annahme

0% (1) = 0 (), fiir i > 1 gilt

n

lvgr () — g e <D0 () venal, T (1 -6 (w),
i=1

j=it+1
mit dem Fehler e}y, ,(u) := ug (u) — u}y o(pt). Dies folgt mit vollsténdiger Induktion aus
g (1) — " ()l < (1= 6™(w)) ||vgn (1) — g™ () || + 07 () || veRra () | -

und [|vg% (1) — ¢°(u)||r = 0. Es folgt eine Abschétzung fiir ey o(p) in der Xo-Norm.
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Satz 4.12:
Sei R1: X1 — X1 ein beliebiger stetiger Fortsetzungsoperator. Fir den Fehler €N 2 (n):=
u () — ulyo(p) in der Xo-Norm

ey, < o (W30, + Vanen e ],

as(p

mit der Konstante cr, aus Satz 4.11 und cy = |||l £ (x5, x7)-

Beweis:

Wir schétzen zuerst e’ , in der Energienorm ab und lassen die pu-Abhéngigkeit wieder
weg.

€N,2s 6nN,z) = fa (enN,2) —b (u’f, enN,2) — a2 (UnN,2a enN,2)

lefeall; = az (%
(enN,z) - fi (RﬂenNg) + a1 (U?,RWGHNQ)

(enN,z) + a1 (enN,la Rl’)’enN,2)

n

Nun benutzen wir die Stetigkeit der Bilinearform a;, der Fortsetzung R; und der Spur-

Abbildung ~:

HRﬂ@nN,zHl < VICR &y HenN,2HX2 :

Dies setzten wir oben ein und erhalten mit der Koerzivitit von as eine Abschéitzung
fiir die X»>-Norm von ef; ,:

1

oo (151 + Vtemes eall,) -

leRvally, <
O

Wegen |[veR o(1)llr < cyllef o ()|l x, kniipft diese zuletzt gewonnene Ungleichung di-
rekt an die Abschiitzung von eX 1 (1)1, an. Im Beweis von Satz 4.2 haben wir auch
gesehen, dass unter geeigneten Bedingungen |v3(p)||x, = 0 gilt. Wenn wir all diese
Resultate zusammenfassen, erhalten wir

HenN,l(lU’)Hl S COHStl + COHSTQ 67;{11 (M)‘

)

1

mit einer Konstante const;, die durch passendes Erweitern des Raumes Xy beliebig
klein wird. Der Fehler e]l\u(u) wird wegen g% (1) = ¢°(n) auch beliebig klein.

Wir haben so bereits einige Kriterien fiir die Basiswahl bekommen. Fiir grofie n sind
die bisherigen Ergebnisse als Schétzer jedoch nicht zu gebrauchen. Im Folgenden leiten
wir daher auf direktem Weg eine Abschitzung fiir den Fehler uR, (1) — u(p) zwischen
den Iterierten des reduzierten iterativen Verfahrens und der Losung des detaillierten
unzerlegten Problems her. Dabei bezeichnet u}(u) € X die Zusammensetzung der
beiden Iterierten u}y (1) und ujy o(p).

Definition 4.13 (Residuen II):
Firn >1 und p € P definieren wir das Residuum r"™(-;p) : X — R durch

(v p) = a(up (), v p) — f(vs p), Yo € X.
Das Residuum r(.;p) : X — R sei definiert durch
r(vip) = a(un (), v p) — f(o; p), Vo € X.
Mit v™(u),v(pn) € X bezeichnen wir die Riesz-Reprdsentanten von v (-; u) bzw. (-5 ).
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Satz 4.14 (a-posteriori Fehlerschétzer):
Sei Ry irgendeine Fortsetzung von Xr nach Xi. Firn > 1 und p € P gilt fir den
Fehler u () — u(p) in der Energienorm

lufe (1) = u(p)ll, < A" (1)

und in der X -Norm

[ufy (1) = u(p)l ¢ < AR (w),

mit

AP (1) = Vﬂgaauu"ooux-+zy/auoHfh(wu%ﬂ<u>—-vuwgwn>uxl7

Ay ()= sl ol + 20 T 1 (s ) = k), - (012)
Beweis:

Der Ubersichtlichkeit wegen lassen wir die p-Abhingigkeit der Losungen weg. Es sei

i [ (v =) s S,
0, Q.

Fiir die Norm von 4 in X gilt
layllg = 1Ry (vuy — yul2) llx, -
Wir setzten nun uf; := ufy; — 4% € X und betrachten den Fehler u%, — u. Es gilt
@k — ullf = a (@, aly —usp) —a(u,aly —usp)
= a(up, ay —u; p) — a (U, uy — u; p) — f (U — u; )
=" (uy —usp) —a by, uy — u; p)
= (), W — )y — a (@, — i)

Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und der Koerzivitdt der Bilinearform «
folgt nun

_ 2 _ ~ _
lay = ull, <[l x luy —ullx + layll, lax = ull,

1 . _
< a0l w1 — ol
%~y <
UN ’LLM_\/—

Mit der Dreiecksungleichung und der Stetigkeit von a erhalten wir damit

= | " ()llx + llar -

" ()llx + 200 |

lufy — U||u—\/—

< &mwwmm+a¢wmmm&
- ;wﬂwwmx+%MWHmﬂw%g~W%M&f

Mit [|uly —ul[ ¢ < \/ﬁHu’]{, — ul|,, folgt der Rest der Behauptung. O
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Dieser Fehlerschitzer ist leicht zu berechnen. Desweiteren erwarten wir eine gute Effi-
zienz. Diese werden wir spéter numerisch untersuchen.

Korollar 4.15:

Sei Ry irgendeine Fortsetzung von Xp nach Xq. Fir p € P gilt fiir den Fehler un(p) —
u(p) in der X-Norm

1 Y1)
- v(p)||x + 24/ = Ry (yun1(p) — yun2(p)) |l xp-
I+ 24 TR (s 1) = v a0) e

lun (1) = u(p)x <

Falls zusdtzlich XR,,I C XY gilt, erhalten wir

1 A(w)

Jun (1) —w(p)ll g < —=[v(wllx + 24/ =B (myyun2(p) — yun2(w) [ xc-
7 a(p) a(p) i

Beweis:

Die erste Abschitzung erhilt man durch den Grenziibergang n — oo in (4.12). Falls

XR” C X?, folgt die zweite Abschitzung aus der ersten mit WuN,l(,u)O = 0 und

Yun ()" = Tyyun2(p). O



Kapitel 5

Offline/Online-Zerlegung

5.1 Affine Parameterabhingigkeit

Entscheidend fiir eine effiziente Berechnung der RB-Losungen bzw. a-posteriori Feh-
lerschétzer ist die affine Parameterabhéngigkeit der parameterabhéngigen Quantitiaten
ai, az, f1, found v", n > 1.

Definition 5.1:
Sei Y ein Hilbertraum. Eine parametrische Funktion s : Q x P — R heif$t affin para-
metrisch, falls eine Zerlequng

= 0(u)s(x), VeeQVueP

existiert. Fine parametrische Linearform | :Y x P — R heifit affin parametrisch, falls
eine Zerlegung

Qi
l(o;p) = Z@lq(u)lq(v), YoeY VueP

q=1

existiert. Fine parametrische Bilinearform c¢:Y xY x P — R heifit affin parametrisch,
falls eine affine Zerlequng

c(v,w; ) Z@q )t (v, w), Yo,weY Vu e P

existiert.

Eine affin parametrische Funktion lédsst sich also zerlegen in p-abhingige Koeffizien-
ten und p-unabhéngige Komponenten. Im Falle der Linearformen f;, fo ist die affine
Parameterabhingigkeit gegeben, falls die Funktion A affin parametrisch ist. Mit einer
Zerlegung von h

Qh

= Oh(mh’
q=1

ist eine Zerlegung von fi, k = 1,2 gegeben durch Qy, = Qp, @‘}k = 0] und fl(v) =
ka hlvdx, g = 1,...,Qp. In gleicher Weise erhilt man affine Zerlegungen der Biline-
arformen a; und ap falls die Funktionen a;;, 4, j = 1,2 und qg affin parametrisch sind.

32
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Wir gehen im Folgenden davon aus, dass die affinen Zerlegungen von ag, fi fiir k = 1,2
gegeben sind und betrachten den Riesz-Représentant v des Residuums r”, n > 1.
Es gilt fiir alle v € X

" (1), v)x = fv;p) = a(ufy(p), v; 1)

2
=3 (fulvs ) — ag, (ufy (), 05 1))

k=1
2 Qpy, Qay, Ny, - _
=S (S eh ) - 3 e, (muks @ wal (£2;.0)
k=1 \¢=1 q=1 g=1

Wir kénnen also eine affine Zerlegung von v™(u) angeben mit der Anzahl Qn = @, =
zzzl(ka + N;Qq,) durch den Koeffizientenvektor

On (1) = (Oha (1), O (1)) = (O (1), OL (1))
wobei fiir kK = 1,2 gilt

Q
Ok (1) = (O}, (), -, ©5* (),

= 00, (e ().~ O (kP 1),
= 0L, (Wuk ™ (), ..., —O5 (i, N () )
und die Komponenten (v™)4, ¢ = 1,...,Q,, welche gegeben sind durch
("), v)x = fi(v), Vv e X, (5.1)
firg=1,...,Qp,
(™), 0)x =ai (904:v), o € X, (5.2)
fir g = Qp + Qu,( — 1) +i,i=1,...,Qu,5=1,...,]Ny,
(™), 0)x = f3(v), Vv e X, (5.3)
firg=Qp + N1Qqu, +i,i=1,...,Q, und
(") v)x = a (o:0) voe X, (5.4)

fir g =Qp + MQa, +Qpp + Quo(j — 1)+, i=1,...,Qay, j=1,..., Na.

5.2 Berechnungsvorschriften

Dank der affinen Parameterabhéngigkeit kénnen wir nun die Berechnungen der fiir das
reduzierte iterative Verfahren bzw. den Fehlerschitzer benétigten Vektoren und Matri-
zen in eine parameterunabhéingige Phase (Offline-Phase) und eine parameterabhéngige
Phase (Online-Phase) aufteilen. Dies trégt erheblich zur Effizienz des Verfahrens bei, da
wir die hochdimensionalen Rechnungen ganz aus der Online-Phase verbannen kénnen.
Insbesondere sind die Matrizen Gy 11 und Gy ;5 nicht vom Parameter abhéingig, kénnen
also komplett in der Offline-Phase berechnet werden. Auf die Erstellung der Basis-
funktionen gehen wir spéter ein.
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5.2.1 Offline/Online-Zerlegung des reduzierten iterativen Verfahrens

Offline-Phase
NN
(offl) Berechne die reduzierten Basen {(PE\Z[) 1} ! {905\2;)2} e

(off2) berechne die Komponenten-Vektoren

.= <ff <80§:f)1>>j: firg=1,...,Qp,
= (1 <80§?2>>1.V21 fiirg=1,...,Qp,

) i=

(off3) berechne die Komponenten-Matrizen

A?VJ = <a§ (go%?l,gpg\z,)l)> ‘17 firg=1,...,Qq,

7]7

2
A(]]V,Q = <ag (@5{7)27 @g\?Q))Z i1 fur q = 17 e 7Qa27
(off4) berechne die Matrizen Gy 11, Gy 12 und anschlieend G := Qj\,lu Gn 12

Online-Phase
Gegeben 1 € P, ngiop > 1 und €41 > 0,

(onl) berechne die Koeffizienten @q (p) firg=1,...,Qy, © ( ) firg=1,...,Qp,,
@gl(lu’) fﬁrq:l,"'>Qa1’ GQ(IU‘) fUI'Q—l “’Q027

(on2) berechne die Vektoren

Qfl Qf2
FNl ZGq N1= ENQ ZGq N27
- EN,l(:U') = <EN,1(i) (M)) . EN,l(:U') = (EN,l(i) (M)) err’
1€l 1ely

(on3) berechne die Matrizen

Qal Q‘l2
Aw Z@ WAL Avaln Z@ AYy s,
E Am(u):(ANlW)(m) : A%w):(ANlW’(u)) ,
0 B i,jel? " A i€l jeIl

AR () = (Ay, 9 ()

i€19,jef1,...N1}

(on4) berechne den Vektor Q%E?\M(,u), die Matrix Q%A]FVJ(M) und die Matrizen
ARV ()7 Ana(w) ™,
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u i ) ) = Tsto
(onb) fiihre das reduzierte iterative Verfahren durch; breche ab, falls n=nsp oder falls
2 -
52 gy () — w0 < e

In der Praxis leben die Basisfunktionen in hochdimensionalen Riéumen, z.B. in FE-
R&umen. Die Berechnungen in der Offline-Phase sind daher teuer. Die Anzahl der Basen
und damit die Dimensionen Ni, No der RB-Raume ist im Vergleich wesentlich kleiner.
Wir wollen im Folgenden eine Komplexitiatsbetrachtung machen und nehmen dazu an,
dass X ein hochdimensionaler Approximationsraum mit Dimension dim(X) = N ist.
Weiter sei dim(X7) = N7, dim(X5) = N3 und dim(Xt) = Nr.

Wir untersuchen nun die Komplexitét der Offline-Phase. In (off1) werden die Snapshots
mit dem detaillierten iterativen Verfahren berechnet. Wir nehmen an, dass die Anzahl
der benétigten Simulationen in O(N) mit N := N;j + N liegt. Wir nehmen auflerdem
an, dass die Matrizen im detaillierten iterativen Verfahren diinn besetzt sind, so dass
ein Iterationsschritt in O(NZ +N2) liegt. Mit nyay bezeichnen wir die Anzahl maximal
benotigter Iterationen. In (off2) haben wir die Komplexitit O(N1 N7 + NaN>3) und
in (off3) O(NZN7 + N2A3). In (off4) sind O(((N])? + N{ NJ)Nr) Schritte fiir das
Aufstellen der Matrizen notwendig und O((N{)3) fiir das Invertieren.

Nun analysieren wir die Komplexitat der Online-Berechnungen. (onl) erfordert O(Q s, +
Qf, + Qay + Qq,) Schritte, (on2) O(Qf, N1+ Qf,N2) und (on3) O(Qq, N¥ + Qu, N3). In
(on4) erfordert das Berechnen von G5 F Rf,l O(N{ N}) und das Berechnen von Q%ARM
O(N3 (NT)?) Schritte. Fiir das Invertieren bendtigen wir dann noch O((NY)? + N3)
Schritte. Bei der Iteration selbst sind dann nur noch Matrix-Vektor-Multiplikationen
involviert und wir erhalten die Komplexitit O(N? + N3) fiir einen Iterations-Schritt in
(onb). Sei nun n N,max die Anzahl maximal benotigter Iterationen. Unter den Annahmen
Qf., Qa, < N und N < N, fiir k = 1,2 ergibt sich insgesamt

e Offline-Phase: O(Nnyax(NZ + N2)),
e Online-Phase: O(N} + N3 + nn max(N? + N3)).

Man sieht, dass bei der Online-Phase hohere Potenzen enthalten sind. Da der Unter-
schied der Dimensionen aber sehr grof§ ist, ist die Online-Phase trotzdem sehr viel
schneller durchfithrbar. Die Aufteilung in die Berechnungsphasen ist also lohnenswert
und ermoglicht effiziente Behandlung von vielen Parameteranfragen oder Echtzeitpro-
blemen.

5.2.2 Offline/Online-Zerlegung des Fehlerschitzers

Die X-Norm von v"(u) ldsst sich folgendermafien berechnen:

QV . . .
"l = 0" (). )x = D O () () (), (Y)

= X
i,j=1
= 05 (1)G O, (1), (5.5)
mit der Matrix G € R¥**@v die gegeben ist durch
el ((y ), (") )X, Vi, j=1,...,Q. (5.6)
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Eine weitere Zutat fiir den Fehlerschitzer ist der Term || Ry (yuR ; (1) — yuly o(1)) [l x; -
Es gilt

Ry (vl () — yulyo(p) = R”u% () = Rﬂu?\,z(,u)
— ZUN (Z le)/gp ZUN2 RIWSDEV)Q
und damit

1Ry (vl (1) = vl a () ||,
= (B (yul,1 (1) = yuia(p) , Ba (a1 (p) — yula (1))

1

1
= Z QnN,l(l)( [)uR, () (R17(P§V)17R1’YSO() )X1
ij=1

N1 No
=23 " D w)ui oV () (leﬁ@),p Rivo), ) .

i=1 j=1

+ Z uN2 (])( ) (RWSDEV)Q,RWQD(]) )Xl
i,j=1

:HnN,l(#)TEnQnNJ(H) - 2ﬂnN,1(N)TE12QnN,2(M) + HnN,2(N)TE22QnN,2(M)
(5.7)

mit Matrizen Ry; € RM*N R, € RM*N2 ynd R,, € RV2XN2 die gegeben sind durch

Ny

Ry = ((waﬁ&l,mwm )X>

Ry = <(R1790§V)15R1’7Q0(J) >X1>

)
ij=1

ie{lv---le}7j€{17~~~7N2} ,
N2

Ry = ((wa&é,mwm )X> .
ij=1

Wir geben nun die Offline/Online-Zerlegung des Fehlerschétzers an.
Offline-Phase

(offl) Fiir ¢ = 1,...,Q, berechne die Komponenten (v™)? via (5.1), (5.2), (5.3) und
(5.,

(off2) berechne die Matrix G via (5.6),
(off3) berechne die Matrizen R;;, R;5 und Ry,.

Online-Phase
Gegeben p € P und n > 1,

(onl) berechne die Koeffizienten ©%,(u) fir ¢ =1,...,Q,,
(on2) berechne ||v™(u)||x via (5.5),

(on3) berechne || Ry (vl (1) — yuk o (1)l x, via (5.7).
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Auch hier geben wir die Komplexititen der einzelnen Berechnungen an. In (offl) ist die
Komplexitit O(Q, (NE+NZ)), in (off2) O(Q2(N1+N2)) und in (off3) O((NZ+N2)N7).
In der Online-Phase haben wir O(Q,) fiir (onl), O(Q?) fiir (on2) und O(N? + N2)
fiir (on3). Wir erinnern daran, dass Q, = Zi:l(ka + NiQq,) war und fassen die
Ergebnisse zusammen. Unter der Annahme Q, < N fiir &k = 1,2 gilt

e Offline-Phase: O(Q, (N2 + N3)),
e Online-Phase: O(Q?).

Der Fehlerschitzer ist also in der Online-Phase effizient berechenbar. Dies ist entschei-
dend fiir den Greedy-Algorithmus (6.5.1).

Bemerkung 5.2:

Die Komponenten (¢™)? sind Funktionen auf ganz © und werden mit dem vollen itera-
tiven Schema 2.12 approximiert, indem die Linear- bzw. Bilinearformen entsprechend
ausgetauscht werden. Wir untersuchen im Folgenden den dadurch induzierten Fehler.
Fiir g = 1,...,Q, seien (v")i,p die Approximationen fiir (¢™)9. Wir erhalten dann mit

Qv
V;Lppr(:u') = Z @g" (M) (Vn)gppr
q=1
eine Approximation fiir »"(x) und mit

K (1) = s 20 + 20/ T 1 (a0 = )

eine Approximation fiir den Fehlerschétzer AR, (1). Wir definieren aufilerdem

(Vn)q - (Vn)gppr

€p,appr '= IMax

q:17"'7QV X

und schétzen nun den Fehler v" (1) — vg, (1) ab:

Qv
17 (1) = Vel = |30 O ) ()7 = ()2 )
q=1

X

Qv
< €v,appr Z ’@g" (M)‘ .
q=1

Die Abweichung des approximierten Residuums und damit auch die Abweichung des
approximierten Fehlerschétzers sind also linear in €, appr. Die Konstante C, appr =
222:”1 |©%. (u)] ist online berechenbar.



Kapitel 6

Numerische Experimente

6.1 Modell

Wir betrachten eine einfache Wirmeleitungsgleichung auf dem Gebiet Q = (0,1)2. Die
Wirmeleitfihigkeit sei auf den Blocken By, i = 1,...,4 (siehe Abbildung 6.1a), welche
aus unterschiedlichem Material bestehen moégen, jeweils konstant.

Y Y
1 : 1
Qs
By By
05t ............... 0.5
: O
B, By
0 0 0.5 1 7 0 0 0.5 1
(a) Unterteilung in Materialblécke (b) Gebietszerlegung von

Abbildung 6.1: Modellgebiet €2

Die Differentialgleichung laute

=V (k(z; ) Vu(z; 1)) = h(z; p), zeq,
u(z;p) =0, x € 09,
wobei der Parametervektor o = (u1,. .., p14)7 € P C R* aus den Wirmeleitkoeffizienten

der Blocke B;, i = 1,...,3 und einem Gewicht in der Quellfunktion h(z;u) bestehe.
Das Parametergebiet P sei gegeben durch P = [0.1,10]® x [0, 1]. x(x; 1) sei also gegeben
durch

3
k(wip) =Y pixs, (@) + X8, (2),
=1

wobei xp, die charakteristische Funktion auf B; sei. Der Warmeleitkoeffizient auf By
ist also konstant 1. Die Quellfunktion sei gegeben durch

h(w; p1) = 245 exp(—Bilz — 211%) + 2(1 — pis) exp(—PBa|x — 22|?),

38
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mit den Konstanten #; = (2 = 20 und den Punkten z; = (0.5,0.5)T und zo =
(0.875,0.875)" in Q. Die Abbildung 6.2 zeigt die Quellfunktion fiir zwei verschiede-
ne Parameter. Die gewihlte Gebietszerlegung in zwei Teilgebiete wird in Abbildung
6.1b veranschaulicht.

00

(a) us = 0.35 (b) us =1

Abbildung 6.2: Quellfunktion h(u) fiir zwei unterschiedliche Parameter

Anhand den Konturbildern in Abbildung 6.3 soll deutlich werden, dass die Losung der
Differentialgleichung stark mit dem Parameter variiert und daher eine gute Approxi-
mation durch RB-Lésungen nicht trivial ist.

6.2 Detaillierte Simulation

Die detaillierte Simulation (Simulation des detaillierten iterativen Verfahrens) wird mit
10 zufallig ausgewahlten Parametern getestet. Als Diskretisierungsmethode verwenden
wir die FE-Methode mit einer regelméfligen, uniformen Triangulierung und linearen
nodalen Basisfunktionen. Es sei also 7}, eine zuléissige Zerlegung [5] von € in Dreiecks-
elemente und X = S, die Menge der Funktionen

S = {v e LQ) | v € Py fir alle T € Ty, }

dabei ist h der maximale Durchmesser aller Dreieckselemente aus 7;,. Wir fordern au-
Berdem VT € T, : T € Q VT € Qs, d.h. die Triangulierung ist konform bzgl. der
Gebietszerlegung.

Der optimale Relaxationsparameter Oqp¢(pt) ist gegeben durch

() +1
o) () +7(p) +2°

Oopt (1) = (6.1)

mit Konstanten o(u) und 7(p) [15] d&hnlich wie im Beweis von 4.9 und wird angenéhert,
indem in obiger Formel 7(x) und o(u) durch Approximationen 7(u) und 6(u) ersetzt
werden. Oappe (1) sei der daraus resultierende Parameter. Wir setzen dann 6"(p) =
Oappr (1) fiir n > 1. Die Iteration wird abgebrochen, falls eine vorgegebene Toleranz
unterschritten wird, oder eine bestimmte maximale Anzahl an Iterationen erreicht wird.
Da nicht zwingend @uppr (1) < ops(1t) gilt und damit die Konvergenz nicht gesichert
ist, fiithren wir folgenden Algorithmus aus.
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(c) p=(1,1,0.1,0.5) (d) p = (5,5,5,0.5)

Abbildung 6.3: FE-Losung des detaillierten unzerlegten Problems fiir 4 verschiedene
Parameter

e Algorithmus zur detaillierten Simulation:

Gegeben p € P
- berechne Oappr (1)
- fithre detailliertes iteratives Verfahren durch
-nre=20
- solange n_it = n_it-max und
n_re < n_re-max
-nre=nre+1
= Oappr (1) = Oappr (1) /2
- fithre detailliertes iteratives Verfahren durch

- falls n_re = n_re_max, warnung

Heierbei sind n_it_maz,n_re_mazx € N vorgegebene Konstanten und n_it € N die An-
zahl der im detaillierten iterativen Verfahren durchgefiihrten Iterationen. Wir wihlen
n_it_max = 5000 und n_re_max = 5. Zu jedem Parameter u werden die Ergebnisse des
letzten durchgefiihrten Verfahrens des Algorithmus festgehalten. Tabelle 6.1 zeigt die
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Anzahl bendtigter Iterationen bei zwei unterschiedlichen Schrittweiten und vorgegebe-
nen Abbruch-Toleranzen (gleiches Kriterium wie in Bemerkung 3.9) tol; = 1- 1077,
toly = 1- 107" und Abbildung 6.4 zeigt die zugehorigen Fehlerdiagramme des Fehler
der Iterierten zur Losung des detaillierten unzerlegten Problems. Fiir A = 0.0884 gilt
|75, = 256 und fiir h = 0.0221 gilt |7;,| = 4096.

h = 0.0884 h = 0.0221
u-Vektor Oappr (1) | toly  toly toly toly
(9.518,2.375,1.009, 0.727) 0.078 99 255 99 253
(1.687,5.131, 3.625, 0.800) 0.079 103 270 103 270
(2.708,5.906, 8.491, 0.803) 0.132 63 164 63 164
(2.449,4.032,6.854, 0.568) 0.175 48 122 48 122
(3.387,1.888,0.315,0.780) 0.115 71 174 71 174
(1.960,7.238,2.194,0.011) 0.060 123 332 122 331
(8.941,6.263, 5.053, 0.382) 0.087 87 231 87 230
(3.155,3.335,4.843, 0.503) 0.149 56 141 56 141
(2.009,0.115,9.641, 0.254) 0.302 28 71 28 71
(5.323,2.934,2.963,0.447) | 0.070 | 110 292 110 292

Tabelle 6.1: Anzahl Iterationen des detaillierten iterativen Verfahrens bei zwei unter-
schiedlichen Schrittweiten und Abbruch-Toleranzen

10 10

10 °F
107 |

10°f

(U -u)ll
[u"(w)-u()ll

10—10 L

10°F

-8 X X X X 10*15

10 ‘ : : ‘ ‘ : ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 120 140 0 50 100 150 200 250 300 350

Iterationszahl n Iterationszahl n
(a) toly = 1-1077 (b) tolz =1-1071

Abbildung 6.4: Fehler |lu"(u)—u(p)| ¢ der Iterierten aus der detaillierten Simulation zur
FE-Losung des detaillierten unzerlegten Problems zu den Test-Parametern aus Tabelle
6.1 im Falle h = 0.0884

Die Konvergenz des vollen iterativen Schemas aus Lemma 2.13 ist damit bestéitigt. Die
resultierende Konvergenz-Geschwindigkeit variiert hier mit dem Parameter. Dass der
Relaxationsparameter fiir beide Schrittweiten Konvergenz bewerkstelligt ist ein Indiz
dafiir, dass dieser unabhéngig von der Schrittweite gewahlt werden kann. Abbildung 6.5
veranschaulicht noch einmal das iterative Schema anhand einem der 10 Test-Parameter.
Wenn nicht anders erwéhnt, verwenden wir in den folgenden Abschnitten immer die
Toleranz tols = 1- 107 fiir die detaillierte Simulation.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(b)n=5

0.4 0.6

(c)n=10 (d) unzerlegte FE-Losung

0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung 6.5: detaillierte Simulation fiir p = (1.843,2.878,8.879,0.874) und FE-
Losung des detaillierten unzerlegten Problems

6.3 Reduzierte Simulation

Um das reduzierte iterative Schema testen zu kénnen, benttigen wir die Basen aus De-
finition 3.1 und 3.2. Von vornherein ist jedoch nicht klar, wie diese zu konstruieren sind.
In Kapitel 6.5 geben wir verschiedene Ideen fiir die Basenkonstruktion und untersuchen
diese auf ihre Eignung fiir das Verfahren. Im Folgenden verwenden wir Basen, die aus
16 Snapshots zu Parametern aus einem uniformen 2-Gitter im Parametergebiet mit
der “Durchgeschnittene Snapshots”-Methode (DS-Methode, 6.5.4) konstruiert wurden.
Die Dimensionen dieser Basen sind NY = N{ = NI = 16 und N3 = 0.

6.3.1 Verfahren

Die reduzierte Simulation wird mit 10 zufillig gewédhlten Parametern getestet. Der
optimale Relaxationsparameter 6y opt (1) fiir das reduzierte iterative Verfahren ist mit
den Konstanten 7x(¢) und on(p) aus dem Beweis von Lemma 4.9 gegeben durch

TN(M) +1
on ()21 () + 7 (1) + 2

0N,opt (/.L) =

und wird durch 0y appe(1t) angendhert, indem in obiger Formel 7 (x) und oy (i) durch
Approximationen 7n(p) bzw. on(p) ersetzt werden. Die Durchfithrung der Simulati-
on erfolgt dann mit 6% () = Onappr(pt) fiir n > 1 und dem folgenden Algorithmus
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mit Konstanten numc_iterations-mazxzy = 5000 und num_restarts-maxy = 5. Als
Abbruch-Toleranzen (siche Bemerkung 3.9) geben wir toly; = 1-1073, tolyo =1- 1077
und toly3z =1- 10~ vor.

e Algorithmus zur reduzierten Simulation:
Gegeben p € P
- berechne Oy appr(14)
- fithre reduziertes iteratives Verfahren durch
-norey =0
- solange n_ity = n-it-maxy und
norey < n_re-maxy
-norey =n_rey + 1
- 0N appr (1) = ON appr (1) /2
- fithre reduziertes iteratives Verfahren durch

- falls n_rey = n_re_mazy, warnung

- Vektor ON appr(t) | tolyy  tolya  tolns
(8.166,9.067,1.357,0.913) 0.045 17 156 472
(6.360, 1.066, 2.857,0.547) 0.058 15 136 389
(9.579,9.652,1.660,0.971) 0.044 17 157 477
(9.576,4.905, 8.023,0.142) 0.060 10 136 382
(4.275,9.166, 7.943, 0.959) 0.049 13 149 429
(6.592,0.454, 8.506,0.934) 0.064 15 124 340
(6.819,7.602,7.457,0.392) 0.053 10 148 427
(6.589,1.795,7.090,0.032) 0.064 12 130 360
(2.842,0.557,1.062,0.823) 0.066 19 123 335
(6.979, 3.239,9.507,0.034) 0.061 11 136 380

Tabelle 6.2: Anzahl Iterationen des reduzierten iterativen Verfahrens, h = 0.0884

Die Ergebnisse in Tabelle 6.2 und Abbildung 6.6 bestéitigen die Konvergenz des redu-
zierten iterativen Verfahrens. Der Relaxationsparameter variiert hier weniger stark als
bei der detaillierten Simulation. Wie wir spéter sehen werden, hingt dies auch davon
ab, wie die Basen konstruiert werden. In Abbildung 6.6b sieht man, dass der Fehler auf
eine untere Schranke zulduft. Der Grund dafiir ist, dass sich der Fehler ||ul (1) —u(p)||
mit wachsendem n dem Fehler ||uy(u) — u(p)|| anndhert; Letzterer héngt von der Ap-
proximationsgiite der RB-R&ume ab.

6.3.2 Fehlerschitzer

Nun untersuchen wir noch den a-posteriori Fehlerschéitzer. Dabei gilt es vor allem die
Effektivitiat zu untersuchen, da dariiber noch keine theoretische Aussage vorliegt. Wir
miissen hier noch angeben, welche Fortsetzung R; : Xr — X; wir wihlen, da diese
beliebig war. Wir wihlen die triviale Fortsetzung durch Null [15], welche gegeben ist
durch

veEXr:(Rv)lr=v A (Rw)|p=0falls 0T NT =10.
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Abbildung 6.6: Fehler [[uR (1) — u(p)|| ¢ der Iterierten aus der reduzierten Simulation
FE-Losung des detaillerten unzerlegten Problems zu den Test-Parametern aus Tabelle
6.2, h = 0.0884

Wir benutzten nun Basen, die genau wie im vorigen Abschnitt konstruiert wurden.
Das reduzierte iterative Verfahren wird gestartet und nach 10 und 100 Iterations-
schritten sowohl der Fehlerschéitzer als auch der echte Fehler berechnet. Die Ergebnisse
sind in Tabelle 6.3 und Abbildung 6.7 zu sehen. In Abbildung 6.7 ist die Effektivitét
AR ()/llef ()|l ¢ des Fehlerschétzers fiir 3 der 10 Test-Parameter veranschaulicht.

p-Vektor | AR(n)  [len) (1)l ¢ AN () [leR° (Wl
(6.524,1.664,3.210,0.062) | 0.106  7.56-1073 832-107* 4.06-1074
(4.926,9.330,9.354,0.680) | 0.101  5.39-1073 8.01-107° 6.34-1076
(8.125,7.178,6.823,0.217) | 0.097 6.74-1073 3.63-107* 5.63-107°
(8.290,3.984,7.875,0.215) | 0.099  6.70 - 1073 1.53-1073% 3.70-107%
(4.265,4.030,5.841,0.220) | 0.089  6.77-1073 9.14-107* 2.59-1074
(7.838,5.353,6.440,0.246) | 0.097  6.64-1073 5.67-107% 1.29.107*
(
(
(
(

3.066,4.041,7.517,0.946) | 0.124 6.31-1073 5.27-1072 1.49-1073
2.858,9.030,1.511,0.423) | 0.149 8.40-1073 3.68-107% 2.28-1073
8.481,4.905,9.694,9.867) | 0.107 5.13-1073 4.96-107% 1.11-1073
1.899,2.781,8.950,0.107) | 0.109 7.13-1073 2.10-107% 5.92-1074

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

Tabelle 6.3: Vergleich des Fehlerschétzers mit dem echten Fehler, h = 0.0884

Im Fall h = 0.0884 ist die schlechteste Effektivitit der Tests aus Tabelle 6.3 nach
10 Iterationsschritten 20.926, die schlechteste Effektivitdt nach 100 Iterationsschritten
12.642. Bei h = 0.0221 erhalten wir im schlechtesten Fall nach 10 Schritten 39.613
und nach 100 Schritten 16.002. Es féllt auf, dass der Fehlerschitzer mit steigender
Iterationszahl besser wird. Fiir n — oo konvergiert die Folge der A% (u)’s gegen den
Wert des Schitzers aus Korollar 4.15 fiir den Fehler [Jux(p) — u(p)| -
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Abbildung 6.7: Effektivitdten AR (u)/|le} (1)| ¢ zum 1., 4. und 8. Test-Parameter aus
Tabelle 6.3

6.4 Reproduktion

In diesem Abschnitt soll sowohl die Reproduktion der Iterierten, als auch die Repro-
duktion der Losung numerisch iiberpriift werden. Dazu benutzen wir dieselbe Basis-
konstruktion wie im vorigen Kapitel (DS-Methode, siche 6.5.4) und h = 0.0884, wo-
durch wir Konformitédt des Raumes Xy, welche Voraussetzung fiir die Reprodukti-
on ist, gewihrleistet haben. In diesem Abschnitt sei der zufillig gewihlte Parameter
W= (7.799,0.335,6.182,0.327) fest. Tests mit weiteren zuféllig gewéhlten Parametern
ergaben vergleichbare Ergebnisse.

6.4.1 Reproduktion der Iterierten

Wir generieren die Basen aus den Iterierten uj(p*), k = 1,2, n = 1,...,10. Die Di-
mensionen der erhaltenen Basen sind N{] = 10, NlF = N2F =17, NS = 0. Nun setzen
wir 0% () = 0™(1*) = Oappr (*) fiir n > 1 und fithren das reduzierte Verfahren durch.
Alle Voraussetzungen fiir Satz 4.2 sind erfiillt und die Iterierten miissten reproduziert
werden. In Tabelle 6.4 sieht man den Fehler e}y, . (1*) = [|u"(p*) —uy (1) 5 und den
Fehler e (p*) = [lu(p*) — uR (u*)|| ¢ fir n =1,...,10.

Man sieht, dass sich die Iterierten kaum unterscheiden. Das Endergebnis der reduzier-
ten Simulation mit der Toleranz toly s = 1- 10714 ist ein Abbruch nach 7(p*) = 143
Schritten und ein Fehler enN(“*)(,u*) = 3.03-107%. In den R#umen, die aus den Ite-
rierten konstruiert wurden, leben also Funktionen, die die Losung u(u*) noch besser
approximieren, als die Iterierten selbst.

6.4.2 Reproduktion der Losung

Aus dem detaillierten iterativen Verfahren erhalten wir eine sehr genaue Approximation
der Losung u(p*) des detaillierten unzerlegten Problems. Aus dieser generieren wir die
Basen. Die Dimensionen sind NY = N} = NI' = 1 und N = 0. Die Losung des
detaillierten unzerlegten Problems wird im reduzierten vollen Problem reproduziert und
demnach miisste das reduzierte iterative Verfahren nun gegen diese konvergieren. Mit
der Toleranz toly 3 = 1-10~ endet das reduzierte Verfahren nach 7i(p*) = 29 Schritten

mit einem Fehler eﬁN(“*)(M*) = 5.95 - 107'*. Die Reproduktion der Losung ist dadurch
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n | R e ) s e ()l
1| 212-10713 0.027

2| 1.90-107'2 0.019

3| 6.57-10712 0.014

4| 1.00-1071 0.010

5| 350-107'2  7.54.-1073
6| 7.62-107'2  5.74-1073
71 512-107%2  4.42-.1073
8| 7.27-1072  342.1073
9| 948-1072  267-1073
10| 3.09-107'2 2091073

Tabelle 6.4: Fehler der reproduzierten Iterierten im reduzierten Verfahren zu den Ite-
rierten aus dem detaillierten Verfahren und Fehler zur unzerlegten FE-Losung.

numerisch bestéitigt und wird in Abbildung 6.8 noch einmal mit der Reproduktion der
Iterierten verglichen.
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Abbildung 6.8: Vergleich der Fehler zur FE-Losung des detaillierten unzerlegten
Problems aus der detaillierten ||u"(u*) — w(p*)|| ¢ und der reduzierten Simulation

[Ju () = u(p) ¢

Wir sehen also, dass eine gute Konvergenz im reduzierten Verfahren nicht zwingend
davon abhéingt, wie gut die Iterierten approximiert werden. Die Approximation und
auch die Konvergenz des Verfahrens ist hier viel besser, als bei den obigen Basen aus
den Iterierten. Auflerdem sind die Basen viel kleiner, was auch ein Vorteil ist.

6.5 Basisgenerierung

6.5.1 Der Greedy-Algorithmus

Mit (I)?Vk bzw. (I);Vk bezeichnen wir die Basen von XR/k bzw. leifk fiir K = 1,2. Von
den Basen hingt ab, wie gut die Losung u(u) des detaillierten unzerlegten Problems
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approximiert werden kann. Ziel ist es deshalb, die Basis so zu generieren, dass der
Fehler fiir alle Parameter g € P minimal wird, bzw. unter einer gegebenen Toleranz
€tol liegt. Dazu fiihren wir eine endliche Trainingsmenge Mt C P ein und betrachten
den Fehler auf dieser Testmenge anstatt auf ganz P. Auflerdem kénnen wir anstatt des
Fehlers den Fehlerschétzer A% (u) betrachten, da wir gesehen haben, dass dieser fiir
grofle n sehr effektiv ist. Unser Ziel ist also

vl AN (1) < eqon.
Mit 72(u) bezeichnen wir je nach Kontext die Anzahl der in der detaillierten/reduzierten
Simulation benétigten Iterationsschritte (falls das Verfahren wiederholt wurde, ist die
Anzahl Tterationsschritte des letzten Verfahrens gemeint), d.h. w™(y) ist die letzte
Iterierte der detaillierten Simulation und uxf(“ ) (w) ist die letzte Iterierte der reduzierten
Simulation.

Definition 6.1 (Greedy-Algorithmus):
Gegeben seien initiale Basen @9\% und CI)R% fir k =1,2, eine Trainigsmenge Mirain C
P, eine Fehlertoleranz €io1 und natiirliche Zahlen ng ngmax fir k = 1,2. Der

Greedy-Algorithmus ist dann gegeben durch

max’

o Greedy-Algorithmus:
- solange max,e M, ., A?,(“) (1) > €01
[ = Arg MAX e My AN (1)
- fiihre die detaillierten Simulation fir pu* durch
- fir k =1,2 und * € {0,T'}: erweitere die Basis ., falls [® ;| < Ny
- falls |9y x| = N{ oy fiir k=1,2 und * € {0,I'}, breche ab

max

,max

Da die Trainingsmenge sehr grof§ sein kann, zahlt es sich hier aus, dass der Feh-
lerschétzer Online-berechenbar ist. Offen ist noch, wie die Basen mithile einer detail-
lierten Simulation erweitert werden. Es folgen nun einige numerischer Untersuchungen,
die zum Ziel haben, eine moglichst gute Aufbau-/Erweiterungsstrategie fiir die Basen

finden.

Definition 6.2 (Schema 1):
Gegeben seien die RB-Rdume XR, 1 X}:,l, X}:,Q und Funktionen &9 € X1, ¢ € X1 und
& € Xs. Dann definieren wir eine Erweiterung der RB-Rdume durch

e Schema 1

falls &) —Pyy €0
- XR/,l = XR/,l U span(¢)

- falls €} =Py xr yE1 #0
- X]FV,1 = X]FV,1 U span(&h)

falls & —Pyy, 0
- X]FV’2 = X]FV’2 U span(&2)
- falls nicht II, III aus Bedingungen 3.7

- X}:,,Q = X}:,,Q \ span(&2)
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Dabei bezeichnet P die orthogonale Projektion auf den jeweiligen Unterraum; auf X&l

bzgl. dem Xi-Skalarprodukt, auf W(X]FVJ) bzgl. dem L?(T')-Skalarprodukt und auf X}:,’z
bzgl. dem Xo-Skalarprodukt.

Nach Konstruktion sind so alle Bedingungen aus 3.7 erfiillt. Der Raum XR,Q ist fir
die Durchfiihrung des Verfahrens nicht zwingend erforderlich, wird aber spéfter noch
eingefiihrt. Das Lemma 3.13 und die niedrige Dimension der RB-Réume motivieren
fiir X%l, X}:,l und ngz bzgl. den in Definition 6.2 zugeordneten Skalarprodukten
Orthonormalbasen zu berechnen. Wir tun dies schrittweise, indem wir einen neuen
Vektor &; folgendermafien verarbeiten:

ong =& — Pxz &
dx .k :=POD ({&h}) (6.2)
Py = PN Udny, -

Hier steht POD(-) fiir einen mit der POD (Proper Orthogonal Decomposition, [2])
berechneten Raum, welcher eine Orthonormalbasis liefert. Mit dieser Vorgehenswei-
se erhalten wir orthonormale Basen ®% ,. Das Einbauen der POD erméglicht spéter
in einem Schritt aus einer ganzen Folge7 von Iterierten die wichtigsten Komponenten
auszuwéhlen. Im Falle eines Vektors wird nur normalisiert.

Fiir die Wahl von ¢7, ¢1 und &, gibt es nun mehrere Moglichkeiten, die in den folgenden
Abschnitten untersucht werden. Wir diskretisieren dazu das Parametergebiet mit einem
uniformen 2 x 2 x 2 x 2-Gitter. Fiir jeden der 16 Punkte der Parameter-Diskretisierung
fithren wir dann die detaillierte Simulation fiir A = 0.0884 und durch und erweitern die
Basen nach Schema 1. Darauffolgend werden die Basen mit der reduzierten Simulation
fiir den zufillig gewéhlten Parametervektor p* = (8.162,4.552,9.509,0.521) getestet.
Die Tests wurden auch mit weiteren zufélligen Parametern durchgefiihrt. Diese Tests
werden hier nicht aufgefiihrt, da sie zum gleichen Ergebnis fiihrten. Insbesondere ist p*
kein Punkt der Parameter-Diskretisierung.

6.5.2 Reine Snapshots

Die Ergebnisse aus Abschnitt 6.4 motivieren Ansétze zu testen, bei denen nur die beste
Approximation an die Losung des detaillierten unzerlegten Problems in die RB-Réume
eingearbeitet wird. Wir nennen diesen Ansatz “Reine Snapshots”. In dem ersten Basis-
generierungstest soll der Raum X ; in jedem Schritt nur eine Dimension hinzugewin-

nen, indem entweder £ := u?(“) (p) oder & := u?(“ ) (1) gesetzt wird. Auerdem setzen

wir §o = ug(“ ) (). Wir testen verschiedene Verhiltnisse der Dimensionen NY und N7,
indem wir eine maximale Dimension N{] max LU N{] vorgegeben. Es wird immer zuerst

das Schema fiir XR,,I ausgefiihrt. Nur falls £) — P X9, 1{? = 0 oder NY = N? wird das

1,max>
Schema fiir X}:, | ausgefiihrt. Nach Fertigstellung der Basen fiihren wir das reduzierte
iterative Verfahren fiir den oben gewahlten Parametervektor p* durch und berechnen
fiir ny = 100 und no = 1000 jeweils den Fehler zur vollen Losung. Die Ergebnisse stehen
in Tabelle 6.5. Wir halten einige Beobachtungen fest.

e Anhand der Dimensionen sehen wir, dass immer NI <= N} gilt. Dies ist eine
sehr starke Restriktion an den Raum XK,’Q. Unter Umstdnden muss man den
Raum XR,Q vergroéflern, obwohl dieser nicht zwingend erforderlich ist, um mehr
Informationen in X N,2 zu stecken.
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N e | (VD NT NS NT)  Ovaper (%) Ll ()15 lleR ()l
0 (0,16,0,16) 8.91-1078 0.316 0.166
1 (1,15,0,15) 1.02-1077 0.185 0.090
2 (2,14,0,14) 5.95- 107 0.415 0.306
3 (3,13,0,13) 5191077 0.182 0.075
4 (4,12,0,12) 3.44 1077 0.159 0.063
5 (5,11,0,11) 2.23-107° 0.032 0.017
6 (6,10,0,10) 1.22-107* 0.022 0.011
7 (7,9,0,9) 3.74-107% 0.014 0.011
8 (8,8,0,8) 3.39-10~* 0.021 0.019
9 (9,7,0,7) 2.32-1074 0.020 0.019

10 (10,6,0,6) 1.63-10* 0.020 0.020
11 (11,5,0,5) 3.91-107* 0.023 0.022
12 (12,4,0,4) 0.021 0.023 0.023
13 (13,3,0,3) 0.459 0.023 0.023
14 (14,2,0,2) 0.500 0.023 0.023
15 (15,1,0,1) 0.498 0.023 0.023

Tabelle 6.5: Basisgenerierungstest “Reine Snapshots”, Nﬂmax vorgegeben, n; = 100,
ne = 1000

e Das Verfahren lduft auch fiir N = 0. In diesem speziellen Fall ist eine Funk-
tion aus Xx,1 nur durch die Randbedingung auf dem Interface voll bestimmt.
Allerdings konvergiert das Verfahren sehr langsam.

e Je grofer Nﬂmax, desto besser der Relaxationparameter und daher die Konver-
genz.

e Je kleiner V' ﬂmax, desto mehr Basisfunktionen haben wir insgesamt. Wir erwarten,
dass der Fehler kleiner wird, je mehr Basisfunktionen wir haben. Dass dies in
den obersten 6 Zeilen nicht so ist, liegt daran, dass das Verfahren so langsam

konvergiert. Fiir Nﬁmax = 6,7 erbringt der Kompromiss zwischen moglichst viel

Basisfunktionen in XJOV 1, und moglichst viel Basisfunktionen insgesamt das beste
Ergebnis.

6.5.3 Bubble-Funktionen

Wir untersuchen nun, ob sich die Konvergenz-Eigenschaft stabilisieren ldsst, wenn par-
allel zu X}:,l auch XRH um zusitzliche Funktionen erweitert wird. Die Wahl ¢) =

uyf(“ ) (n) = §1F ist nicht zuléssig, da die Gesamtheit der Basisfunktionen in Xy ; dann
nicht mehr linear unabhiingig ist. Stattdessen setzen wir €9 := ul (). Da wir ¢°(u) =0
und yui(p) = ¢°(u) haben, gilt dann X&l C XY und wir bekommen den Snapshot aus
dem detaillierten iterativen Verfahren geschenkt. Insbesondere 16st die Bubble-Funktion
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ui(p) folgende Differentialgleichung auf Q:
ay (ui(p),v; ) = fi(v; ), Yo e X9,
yui () = 0.

Wir testen diese Vorgehensweise (“Bubble-Funktionen”, BF) wieder mit Vorgabe von
Nﬂmax und ny, ng und p* wie oben. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.6 zu sehen.

N max | (VTS NT NG NG) - Onappr(1%) lle (1)l llew (09) %
1 (1,16,0,16) 7.35-1078 0.066 0.050
2 (2,16,0,16) 8.52-1078 0.169 0.093
3 (3,16,0,16) 8.23-1078 0.161 0.118
4 (4,16,0,16) 7.45-1078 0.180 0.139
5 (5,16,0,16) 7.54-1078 0.160 0.138
6 (6,16,0,16) 6.27 - 1078 0.163 0.157
7 (7,16,0,16) 5.92-1078 0.154 0.132
8 (8,16,0,16) 2.65 - 1078 0.162 0.138
9 (9,16,0,16) 1.42-1078 0.071 0.059
10 (10,16,0,16) 1.06 - 1078 0.045 0.045
11 (11,16,0, 16) 9.02-107? 0.037 0.037
12 (12,16,0, 16) 3.12-1076 0.037 0.036
13 (13,16,0,16) 1.69-1076 0.037 0.036
14 (14,16,0, 16) 1.13-106 0.036 0.035

15 (15,16,0,16) 5.69-10~% 0.023 5.86-1073

16 (16, 16,0, 16) 3.89-107% 7.74-107% 1.64-1074

Tabelle 6.6: Basisgenerierungstest “Bubble-Funktionen”, NV

1.max vorgegeben, ny = 100,
ng = 1000

Bei Hinzufiigen von 5 oder 10 zusétzlichen Funktionen in XR, 1, macht sich keine Besse-

rung bemerkbar. Wenn man aber zu jedem Snapshot u?(“) (p) fiar X]FV,1 auch &0 = ul(p)

fiir X | hinzunimmt, wird der Fehler [|e3?(u*)||x im Vergleich zu Tabelle 6.5 um 2
Groflenordnungen kleiner. Dabei hat sich die Anzahl der Basisfunktionen nur um den
Faktor 1.5 vergrofert.

6.5.4 Durchgeschnittene Snapshots

Nach Konstruktion wird mit den Funktionen aus X}:, 1 die Randbedingung des Dirichlet-
Problems erfiillt und mit den Funktionen aus XR, | die Differentialgleichung auf €2;. Wir
verfolgen nun einen Ansatz, bei dem £} iiberall 0 ist, auler in den Freiheitsgraden auf

dem Rand. AuBerdem soll £ + &' = u?(“ ) (1) gelten, damit die Losung reproduziert
wird. Dies erreichen wir, indem wir die Snaphots “durchschneiden”; wir setzen

&l = Riyul ()
&) = "™ (1) — Riyul™ ()
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mit der Fortsetzung R; aus Abschnitt 6.3.2. An der Konstuktion von Xy o dndern wir
vorerst nichts. Auf {21 haben wir damit “bubble-” und “port-” Funktionen wie bei der er-
weiterten RBEM von Huynh et al. [11]. Wir vergleichen diese Methode (“Durchgeschnit-
tene Snapshots”, DS) mit der BF-Methode, indem wir ohne Vorgabe von N ﬂmax auf dem
bisherigen 2*-Parametergitter und auf einem ebenfalls uniformen 3%-Parametergitter die
Basen generieren und anschlielend wieder die Fehler in der reduzierten Simulation fiir
1* berechnen.

Methode | Gitter | (N{, NI NS NE)  Onapoe (1) et )l ler ()l g
BF | 2¢ (16, 16,0, 16) 4.60-107% 6.92-107% 1.45-1074

34 (24,18,0,18) 0.096 2.21-107% 221.10°6

DS | 2¢ (16,16,0,16) 0.058 7.76-107* 7.77-107*

34 (26,18,0,18) 0.059 8.68-1076 2.23.1076

Tabelle 6.7: Basisgenerierungtest, Vergleich “Durchgeschnittene Snapshots” (DS) mit
“Bubble-Funktionen” (BF), n; = 100, ne = 1000

Beim Vergleich in Tabelle 6.7 unterscheiden sich die Fehler kaum, jedoch scheint die
DS-Methode stabiler bzgl. des Relaxationsparameters zu sein. Dies wird im folgen-
den Experiment bestétigt. Es werden die Relaxationsparameter in Abhéngigkeit der
Basisgrole verglichen. Die Basen werden erstellt, indem die Generierung auf dem 2°*-
Gitter gestartet wird und abgebrochen wird, wenn die gewiinschte Basisgrofie erreicht
ist. In Abbildung 6.9 wird der Verlauf der Relaxationsparameter fiir die 3 zufalligen
Parameter p! = (3.869,6.474,3.275,0.465), u?> = (2.815,4.033,3.260,0.625), u =
(9.160,2.921, 2.862,0.694) veranschaulicht.

10 10 I
—u
2
. p3
10 107
—3 —3 ““““
% % \/
=z =z
3 ) @ ,2
10 '+ 10 ¢
10° ‘ ‘ ‘ 10° ‘ ‘ ‘
0 5 o 1|Q r 15 20 0 5 o 1|Q r 15 20
Ny =N =N, Ny =N =N,
(a) BF-Methode (b) DS-Methode

Abbildung 6.9: Vergleich der Relaxationsparameter abhéngig von der Grofie der Basen
bei der BF- und der DS-Methode, N = 0

Ein Relaxationsparameter im Bereich 1 - 1075 fiihrt zu einer sehr langen Laufzeit der
reduzierten Simulation. Damit ist die BF-Methode nicht fiir den Greedy-Algorithmus
geeignet, da dort in jedem Schritt eine Vielzahl an reduzierten Simulationen ausgefiihrt
werden muss. Bei der DS-Methode sind die Werte akzeptabel.
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6.5.5 DS-Greedy

Nun wird der Greedy-Algorithmus 6.1 umgesetzt. Dazu legen wir die DS-Methode als
Basiserweiterungsmethode fest. Es sei daran erinnert, dass bei der DS-Methode gilt

&= Ry} ()
&)= w7 (1) = Ry ()

§o = USL(“) () -

Wir haben bisher kein Schema fiir den Raum XJOV , miteinbezogen, weil dies bei der 16-
Parameter-Diskretisierung nicht notwendig war. Das reduzierte Problem auf Q9 wird
alleine durch die Funktionen aus X]FV’2 gut gelost. Wie aber schon bemerkt, ist NJ'
durch NT beschrénkt. Da X ]1\1,71 Funktionen approximiert, die auf dem eindimensionalen
Interface leben und X ]5 o, Funktionen, die auf ganz (25 leben, kénnte dies eine zu starke
Restriktion sein. Insbesondere fiir die Durchfiithrung eines Greedy-Algorithmus kénnte
dies ein Hindernis sein, da es zu einer Stagnation kommen kann, wenn der Raum X ]5 9
nicht erweitert wird. Wir erweitern daher das bisherige Schema aus Definition 6.2 darifl,
dass in letzterem Fall der Raum XJQ/Q erweitert wird.

Definition 6.3 (Schema 2):
Gegeben seien die RB-Rdume XRM, X}:,,l, X&z, XJQ/Q und Funktionen 5(1) € Xy, 5{ €
X1 und & € Xo. Dann definieren wir eine Erweiterung der RB-Rdume durch

e Schema 2

falls €0 ~Pyq & #0
- XRM = XRM U span(£Y)
- falls & —Pxy,6 #0
- falls & =Py 762 # 0
X, = XY, Uspan(ea)
- Xy = Xjy,1 Uspan(R1762)
- andernfalls

- XR,’Q = XR,’Q U span(&s — 7_1IP’V(X]1~V 2)752)

Dabei bezeichnet P die orthogonale Projektion auf den jeweiligen Unterraum; auf XJO\,’1
bzgl. dem X1-Skalarprodukt, auf Xy 2 bzgl. dem Xo-Skalarprodukt und auf ’y(X}:,’Q) bzgl.
dem L*(T)-Skalarprodukt.

So sind nach Konstruktion die Bedingungen 3.7 erfiillt, falls alle R&ume komplett nach
diesem Schema konstruiert sind. Wegen Bedingung II aus 3.7 ist 7*1]?7( XL 2)752 wohl-
definiert. Mit diesem Schema ist also gewihrleistet, dass X2 auch erweitert wird,
wenn auf dem Interface keine neue Information vorhanden ist, bzw. alle Freiheitsgrade
ausgeschopft sind. Weiter ist durch das Fortsetzen der Randwerte von & die Komfor-
mitdt des Raumes Xy gewéhrleistet. Wir geben dann die Orthonormalitéit der Basis
(I)?V,l auf und konnen leicht eine eins-zu-eins Identifikation der Basisvektoren von X ]571
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und X}:,,Q auf dem Interface herstellen, indem wir die Basiserweiterung ¢§V72 wie in (6.2)
berechnen und dann

¢§v,1 = {Rl (%0?\7,2) | 80}1\/,2 € ¢JFV,2 }

setzen. Die Basis @9\772 von XR,’Q ist eine Orthonormalbasis und wird nach dem Prinzip
aus (6.2) berechnet. An der Berechnung von ®% , #indert sich nichts.

Wir testen nun den Greedy-Algorithmus mit der DS-Methode. Die initialen Basen
werden aus einem Snapshot zu einem zufélligen Parameter mit Schema 2 berechnet.
Als Toleranz fiir den Fehlerschiitzer im Greedy-Algorithmus wihlen wir ey = 1-1076.
Fiir die Berechnung von AnN(“) (1) wihlen wir im reduzierten Verfahren die Toleranz
tolyz =1- 10~'4. Wir definieren dann

mMA = max Aﬁ(“)
A MEMtrain N (M)
me = max [lep™ ()l

train

N:=N;+ Ny =N+ N +NJ + N7

In Abbildung 6.10 ist der Verlauf von ma im Greedy-Algorithmus abgebildet. Es wurde
mit 2 verschiedenen FE-Diskretisierungen und 3 verschiedenen Trainigsmengen M ain
getestet. Fiir den Fall ng = 256 und |Mypain| = 3* wird auflerdem in Abbildung 6.11a
ma mit me verglichen und in Abbildung 6.11b der Verlauf von wy visualisiert.

10 T T T 10 T - :
—m=3 —m=3
o M| = 4* o M| = 4*
10° |~ g 10 - oy =s4]]

— v M =5

10 7

107
107} 10} \ ]
10°® ; : ' 10°® ; - -
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Anzahl Basisfunktionen Anzahl Basisfunktionen
(a) h = 0.0884 (b) h = 0.0221

Abbildung 6.10: DS-Greedy: Verlauf von ma in Abhéngigkeit von N fiir 3 verschieden
grofle Trainigsmengen My i, und 2 verschiedene FE-Diskretisierungen

Wir halten einige Beobachtungen fest:

e ma nimmt nicht monoton ab, kann aber nach oben und unten durch monoton
fallende Folgen eingeschrankt werden.

e Die Grofle der Trainingsmenge My,in hat keinen Einfluss auf die Schnelligkeit
der Fehlerabnahme.

e Bei einer Verkleinerung der Schrittweite der FE-Diskretisierung um dem Faktor
% erhoht sich die Anzahl der Basisfunktionen beim Passieren der Toleranz e, um
ca. 5-10%.
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Die DS-Methode ist also eine geeignete Wahl fiir den Greedy-Algorithmus. Das Ziel, auf
einer groffen Testmenge eine gegebene Toleranz fiir den Fehler zu erreichen und dabei
die niedrige Dimensionalitéit der RB-Rdume zu erhalten, ist erreicht worden. Desweite-
ren weist die Methode eine gewisse Stabilitit bzgl. der Konvergenzgeschwindigkeit im
reduzierten Verfahren auf.

107

107t
10°°
10° ‘ : ‘ ‘ ‘ ; 10° : ‘ : : ‘ ;
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
Anzahl Basisfuntionen Anzahl Basisfunktionen
(a) Vergleich von ma und me (b) Verlauf von we

Abbildung 6.11: DS-Greedy: Vergleich von ma und m,; Verlauf von wy in Abhéngigkeit
von N fiir h = 0.0884, | Mpain| = 3*

6.6 Zeitmessung

Wie in Kapitel 5 deutlich wurde, kann das reduzierte iterative Verfahren nach ein-
maliger Durchfithrung der Offline-Phase viel schneller durchgefiihrt werden, als das
detaillierte iterative Verfahren. Dies wollen wir hier bekréftigen, indem wir einige
Rechenzeiten der detaillierten und reduzierten Simulation tabellieren. Dazu nehmen
wir die 3 zufillig gewihlten Test-Parameter u! = (2.140,0.350,0.702,0.922), u? =
(8.047,0.778,4.420,0.863) und p3 = (8.465,7.002,5.740,0.751). Die Basisgenerierung
als Teil in der Offline-Phase (siehe 5.2.1) wird mit dem DS-Greedy Algorithmus mit
h = 0.0884 (ne = 256), €01 = 1-107% und | Mpain| = 3* realisiert. Die Anzahl der erhal-
tenen Basisfunktionen ist 68. Die gesamte Offline-Phase dauerte 765.436s. In Tabelle
6.8 werden nun die Rechenzeiten der detaillierten Simulation (fge) und der reduzierten
Simulation (teq) verglichen, dabei ist die Abbruch-Toleranz im reduzierten Verfahren
toly =1-10710.

‘ Tdet ‘ Tred ‘ ZL/det/tred ‘ Fehler eﬁ(ll) (M)

p' | 1.042s | 0.144s | 7.236 4.16 - 1078
p? | 09155 | 0.144s | 6.354 1.36 - 1078
p3 | 1.283s | 0.150s | 8.553 2.89 - 1077

Tabelle 6.8: Vergleich der Rechenzeiten in der detaillierten und reduzierten Simulation,
h = 0.0884 und Fehler der letzten Iterierten im reduzierten Verfahren

Der gleiche Test wird noch einmal ausgefiihrt, diesmal mit h = 0.0221 (ne = 4096),
siehe Tabelle 6.9. Die Anzahl der erhaltenen Basisfunktionen ist 77 und die gesamte
Berechnungszeit der Offline-Phase 7,959.232s.
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‘ ldet ‘ lred ‘ tdet/ lred ‘ Fehler exf(ﬂ) (M)
p' | 4.248s | 0.084s | 50.571 3.32-107"
p? | 3.515s | 0.084s | 41.845 6.65- 1078
p? | 13.237s | 0.160s | 82.731 3.07-107°

Tabelle 6.9: Vergleich der Rechenzeiten in der detaillierten und reduzierten Simulation,
h = 0.0221 und Fehler der letzten Iterierten im reduzierten Verfahren

Von Tabelle 6.8 zu Tabelle 6.9 wurde die Schrittweite h geviertelt und trotzdem &ndert
sich die Anzahl der benétigten Basisfunktionen und damit auch t..q kaum. Dement-
sprechend hoher ist der Faktor tqet/treq, d.h. je feiner die FE-Diskretisierung, desto
auffallender ist die Beschleunigung.



Kapitel 7

Ausblick

In dieser Arbeit wurde erfolgreich ein iteratives Gebietszerlegungs-Verfahren fiir die RB-
Methode konstruiert. Die numerischen Untersuchungen des erstellten Fehlerschétzers
zeigten, dass dieser effektiv und daher anwendbar ist. Es wurde ein Basisgenerierungs-
verfahren entwickelt, mit dem der Fehler auf einer grofien Testmenge reduziert werden
kann.

Moglicherweise léasst sich das Ergebnis noch verbessern, indem ein POD-Greedy Ver-
fahren, in dem die ganzen Folgen der Iterierten miteinbezogen werden, zur Basisgene-
rierung verwendet wird. Zukiinftige Arbeiten sollen auflerdem die Parallelisierung der
Offline-Berechnungen und Anwendungen bzw. Erweiterungen der Theorie auf Multi-
physik-Probleme zum Ziel haben.
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Anhang A

Implementierung

Im Rahmen dieser Arbeit erfolgte eine Implementierung der Gebietszerlegungsver-
fahren in der MATLAB Software-Umgebung RBmatlab. In diesem Kapitel wird die
Implementation kurz erklédrt. Die Strukturierung ist analog zu den bestehenden RB-
Implementierungen in RBmatlab. RBmatlab wird an den Universitidten Stuttgart und
Miinster von M. Dihlmann, M. Drohmann, B. Haasdonk, M. Ohlberger und M. Schae-
fer entwickelt und dient vor allem der rechnerischen Realisierung der RB-Methode in
MATLAB. Insbesondere sind auch Routinen fiir hochdimensionale Simulationen vor-
handen, zum Beispiel fiir die FE-Methode oder die Finite Volumen Methode. Gebiets-
zerlegungsverfahren wurden vor dieser Arbeit noch nicht implementiert, weder fiir die
FE-Methode, noch fiir die RB-Methode.

RBmatlab wird von der Software git verwaltet. Auf einem Computer an der Universitéit
Stuttgart kann RBmatlab mit dem shell Kommando

git clone /afs/.mathe/project/agh/git/rbmatlab

in dem aktuellen Verzeichnis abgelegt werden. Um die Installation abzuschlielen, muss
folgender Code beim Start von MATLAB ausgefiihrt werden. Dabei sind die Pfade
geeignet zu ersetzen.

setenv (’RBMATLABHOME’, >home/matlab/RBmatlab’);
Setenv(’RBMATLABTEMP’,’/tmp/matlab’);
addpath(getenv(’RBMATLABHONE’)) ;
startup_rbmatlab

Die Implementierung der Gebietszerlegungsverfahren liegt im branch master unter dem
hash 02d10ef9fa2785efb85f405e329daee6Iece9b6f vor. Im Verzeichnis models/ befindet
sich die Datei dom_dec_demo_model.m in welcher eine Struktur fiir das Modell aus
Abschnitt 6.1 angelegt wird. Im Verzeichnis rbasis/dom_dec/ befinden sich dann al-
le Routinen, die fiir die detaillierte und reduzierte Simulation implementiert wurden.
AuBerdem wurde eine demo erstellt (demos/demo_dom_dec.m), welche die ganze Funk-
tionalitit der Implementierung in MATLAB aufzeigt.

A.1 Funktionsweise/Aufruf

Im Folgenden wird beschrieben, welche Funktionen in MATLAB aufgerufen werden
miissen, um eine detaillierte bzw. reduzierte Simulation zu starten. Mit dem Aufruf

>> base_model = dom_dec_demo_model();
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wird eine Struktur erstellt, die das Modell reprisentiert. Diese beinhaltet Funktions-
zeiger fiir die Datenfunktionen, Wertebereich des Parameter p, Informationen iiber die
Geometrie, iiber die Diskretisierung und Funktionszeiger auf die fiir das Modell ge-
eigneten Simulationswerkzeuge. Jedoch wird noch keine Gebietszerlegung betrachtet,
daher der Name base_model. Nun wird die Struktur base_model_data erstellt.

>> base_model_data = gen_model_data(base_model);

base_model_data enthilt eine Struktur grid, welche alle fiir die Diskretisierung notwen-
digen Daten des Gitters enthélt und eine Struktur df_info, welche alle notwendigen
Informationen fiir die diskreten Funktionen, hier FE, enthélt. Mit

>> base_model = set_mu(base_model,[1.843,2.878,8.879,0.874]);
>> base_sim_data = detailed_simulation(base_model,base_model_data);

kann nun eine detaillierte Simulation des unzerlegten Problems durchgefiihrt werden.
Mit dem ersten Befehl wird der Parameter p auf den gewiinschten Wert gesetzt. Die
erhaltene Struktur base_sim_data.uh représentiert die diskrete FE-Losung und damit
die Funktion u(u). Diese lidsst sich mit folgendem Aufruf visualisieren.

>> plot_sim_data(base_model,base_model_data,base_sim_data,[]);

Um ein Gebietszerlegungsverfahren zu initialisieren, wird nun base_model in eine {iberge-
ordnete Modell-Struktur eingebunden.

>> model = dom_dec_model (base_model, [1);

Damit ist eine Struktur erstellt, die das Modell base_model in einem Gebietszerleguns-
modus reprisentiert. Diese enthélt neben dem base_model Informationen iiber die Geo-
metrie der Zerlegung, Finstellungen fiir die detaillierte und reduzierte Simulation, Ein-
stellungen fiir die Basisgenerierung und Funktionszeiger auf die notwendigen Routinen.
Die Aufrufschritte sind nun analog zu den obigen.

>> model_data = gen_model_data(model);

>> model = set_mu(model,[1.843,2.878,8.879,0.874]);
>> sim_data = detailed_simulation(model,model_data);
>> plot_sim_data(model ,model_data,sim_data, []);

Die Struktur model_data enthédlt nun cell-arrays mit den Gittern und den Informa-
tionen fiir die diskreten Funktionen auf den Teilgebieten. Das cell-array sim_data.uh
représentiert je nach Einstellung eine Auswahl an Iterierten uj(p) aus dem iterativen
FE-Schema. Mit plot_sim_data wird die letzte Iterierte visualisiert.

Fiir die Basisgenerierung konnen in model viele Einstellungen angepasst werden, so zum
Beispiel die Feinheit des Parameter-Gitters, das Erweiterungsschema fiir die Basen, oder
die Toleranz fiir den Greedy-Algorithmus. Die Basen werden mit

>> detailed_data = gen_detailed_data(model,model_data);

generiert. Im zweiten Teil der Offline-Phase werden die erforderlichen Matrix- und
Vektor-Komponenten durch folgenden Aufruf berechnet.

>> reduced_data = gen_reduced_data(model,detailed_data);

Die Struktur reduced_data enthélt dann nur noch die niedrigdimensionalen Objekte fiir
die reduzierte Simulation. Schliefllich kann die reduzierte Simulation ausgefiihrt werden.
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rb_sim_data
rb_sim_data

rb_simulation(model,reduced_data);
rb_reconstruction(model,detailed_data,rb_sim_data);

Das cell-array rb_sim_data.uN enthélt Vektoren von Koeffizienten in den reduzierten Ba-
sen, die je nach Einstellung eine Auswahl der Iterierten aus dem reduzierten Verfahren
reprisentieren. Aus diesen werden mit rb_reconstruction die zugehorigen FE-Funktionen
rekonstruiert und in rb_sim_data.uh gespeichert. Die Werte des Fehlerschétzers sind in
rb_sim_data. Delta gespeichert. Abschliefend kann die letzte Iterierte aus der reduzierten
Simulation mit

>> plot_sim_data(model ,model_data,rb_sim_data, []);
visualisiert werden und der Fehler zur unzerlegten FE-Losung mit
>> rb_sim_data = model.compute_error(model,model_data,rb_sim_data);

berechnet und in rb_stm_data.X_err eingesehen werden.
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