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i

Vorwort

Dieses Skript beruht auf meiner Vorlesung Reduzierte-Basis-Methoden vom
Sommersemester 2011, 2010 und 2009 an der Universitdt Stuttgart. Zentraler
Inhalt dieser Vorlesung sind Reduzierte-Basis-Methoden zur Modellredukti-
on von parametrisierten elliptischen Differentialgleichungen.

Die Vorlesung wird durch 14-téigig ausgegebene Ubungsblitter erginzt. Die
gesamte Veranstaltung ist eine gute Vorbereitung auf Abschluss-Arbeiten
oder studentische Hilfskraft-Téatigkeiten im Rahmen aktueller Forschungspro-
jekte. Weitere Veranstaltungen (Vorlesung Modellreduktion, Seminar Ange-
wandte Mathematik) eignen sich zur Erginzung des Stoffes zu einem Priif-
ungsblock in Abschlusspriifungen.

Ich bedanke mit bei Herrn Sebastian Langhof fiir die Mitarbeit bei der Er-
stellung der initialen Form dieses Skriptes.

Bernard Haasdonk, Stuttgart 25. April 2011
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Parameterabhingige Probleme
(A) Parameterabhingige PDE

Sei Q C RY polygonales Gebiet. Zu einem Parametervektor pn € P C RP aus
einer Menge P von ,erlaubten® Parametern ist eine Funktion, z.B. , Tempe-

ratur®
u(p) : Q2 — R

gesucht, so dass

V- (a(p)Vu) = ¢(p) inQ
u(p) = 0 auf 0€

mit a(p) : Q@ — R ,,Warmeleitkoeffizient* und ¢(u) eine ,, Warmequelle“,

7.B.:
1 firxe
qlz; ) = { !
0 sonst.

Weiter kann eine Ausgabe erwiinscht sein, z.B.:

1

s(p) = m o u(w; p) dz

die ,mittlere Temperatur auf (¢, vgl. 1.1.

(B) Parameterabhiingiges stationires System
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Abbildung 1.1: Beispiel Wéarmeleitung mit Quelle €2, und Messbereich €2,

Zu einem Parametervektor p € P C RY ist ein Zustandsvektor u(p) € R”
und eine Ausgabe s(u) € R* gesucht, s.d.

0 = A(pu(p) + B(p)w(p)
s(p) = Clpu(p)

mit parameterabhingigen Matrizen A(u) € R™", B(u) € R™™ C(u) € R
und Eingangsvektor w(u) € R™.

Schwache Formulierung in Hilbertraumen

Sei X reeller Hilbertraum. Zu pu € P ist gesucht ein u(p) € X und Ausgabe
s(u) € R so, dass

b(u(p),vip) = flosp),  s(u) =l(u(p);p)  YoeX

mit Bilinearform b(-,-; 1) und linearem f(-;u),I(;p) : X — R.
Beide oben angegebenen Beispiele lassen sich so formulieren:

(A) X = HY(Q) = { f € IAQ) | & € LX), fizn = 0]

/Qa(u)VU(u)-Vv=/QQ(u)v Vo e X

A g (. 7




1.1. PARAMETERABHANGIGE PROBLEME 3

(B) X :=R" (k =1, ,single input*)

TV TV
i

b(u(p),vsp) f(vsp)

s(p) :=0C
(1) := Cp)ulp)
H(u(p)sp)
In der Vorlesung werden weitere Verallgemeinerungen zu b : X; x Xo — R

mit X; # X5 und Nichtlinearitdten behandelt.

Parameterabhingige Losungsmenge

M = {u(p) |peP} C X fur P C RP ist die durch p parametrisierte
Losungsmenge.

X ist im allgemeinen unendlich dimensional (PDE) oder hochdimensional
(FEM, FV-Raum), M ist jedoch hochstens p-dimensional.

Abbildung 1.2: Parametrisierte niedrigdimensionale Losungsmenge

= Motivation fiir die Suche nach einem ,niedrigdimensionalen®
Teilraum Xy C X zur Approximation von M und einer
Approximation uy(p) = u(p), uy € Xy.

Insbesondere Idee bei Reduzierte-Basis-Methoden:
Xy durch Beispiellésungen erzeugt, sogenannte ,,Snapshots®.
Xn Cspan{u(py), ..., u(p,)} fur geeignete Parameter puq, ..., u, € P.



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Beispiel

Gesucht ist u(-; ) € C*([0, 1]) mit

(1+pu” = 1auf (0,1)
u(0) = u(l)=1

fiir Parameter p € P :=[0,1] C R.
Spezielle Losungen ,,Snapshots*:

1, 1

p=0 = uozu(-;,u:O):§x —§:z:+1
1, 1

nw=1 = ulzu(-;uzl)zzx —Za:—l—l

Xy = span{ug,u;}
Reduzierte Losung uy(p) € Xy gegeben durch:

un(p) = ao(p)uo + ar(p)u
2 2

(84 :——17 « :2——
o(1t) T 1(1) i

Diese erfiillt folgende Fehleraussage und ist somit exakt:

Hwﬂm—uwmmzs%wwﬂam—u@mﬂ=0
xe |V,

M ist enthalten im 2 dimensionalen Raum Xy. Genauer: ag + a3 = 1,0 <
g, a1 < 1, also ist M Menge der Konvexkombinationen von wug, uy.

1.2 Modellreduktion

Begriflichkeiten

e Eine PDE ist ein analytisches Modell, welches die analytische Ldsung
u(p) € X in einem (typischerweise oco-dimensionalen) Funktionenraum
charakterisiert.

e Ein detailliertes Modell ist ein Berechnungsverfahren zur Bestimmung
einer Ndherung u(p) € X in einem hochdimensionalen Funktionenraum
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mit sehr allgemeinen Approximationseigenschaften (Finite Elemente, Fi-
nite Differenzen, Finite Volumen, dim X z.B. 10 —108). Somit kann u(u)
also sowohl ein analytisches als auch detailliertes Modell bezeichnen.

e Ein reduziertes Modell ist ein Berechnungsverfahren zur Bestimmung
einer Néherung un(p) € Xy in einem sehr problemangepassten und
daher niedrigdimensionalen Raum (dim X z.B. 1, ..., 100).

e Modellreduktion beschaftigt sich mit Methoden der Erzeugung von re-
duzierten Modellen aus detailierten (oder auch analytischen) Modellen
und Untersuchungen ihrer Eigenschaften.

Modellreduktion ist ein modernes und zukunftstriachtiges Gebiet der Ange-
wandten Mathematik und Ingenieurswissenschaften. (Workshop MoRePaS
09, SimTech-Cluster: PN6-Seminar SS 2011, Di. 11:30-13:00, SR, 7.122)

Anwendungen fiir parametrisierte reduzierte Modelle

Vielfach-Anfragen (, multi-query*“) unter Parametervariation:
e Parameterstudien
e Design
e Parameteridentifikation/Inverse Probleme
e Optimierung
e Statistische Analyse
Schnelle Simulationsantwort:
e Echtzeit-Steuerung technischer Geréte
e Webformulare
e Interaktive Benutzeroberflichen
e Smartphone-Apps

Demonstration: Online-GUI, Handy-App

1.3 Organisation der Vorlesung
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) [Figure 1: RB Demo GUI [0 (]3]
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Abbildung 1.3: Beispiel einer interaktiven Oberfliche zur Parametervariation

Zentrale Fragen

e Reduzierte Basis: Wie kann ein moglichst kompakter Teilraum konstru-
iert werden?

e Reduziertes Modell: Wie kann eine reduzierte Losung uy(p) berechnet
werden?

e Effizienz: Wie kann uy(p) schnell berechnet werden?

e Stabilitdt: Wie kann die Stabilitat des reduzierten Modells fiir wachsen-
des N garantiert werden?

e Fehlerschatzer: Kann der Fehler des reduzierten zum vollen Modell be-
schrankt werden?

o Effektivitat von Fehlerschétzer: Kann garantiert werden, dass Fehlerschétzer

den tatsédchlichen Fehler nicht beliebig {iberschétzen?

Vorlaufige Gliederung

1) Einleitung
2) Grundlagen

3) RB-Verfahren fiir lineare koerzive Probleme
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4) A-priori Theorie
5) Basis Generierung

)
)
6) Allgemeine Parameterabhiangigkeit
7) Allgemeine lineare Probleme

)

8) Weiterfithrende Aspekte

Die Vorlesung ,,Modellreduktion® WS 09/10 oder das Seminar ,, Angewandte
Mathematik“ konnen als Ergénzungen dieser Veranstaltung gesehen werden.

Referenzen

Literatur

e Allgemeine Darstellung von RB-Methoden fiir parametrisierte elliptische
Probleme: E-Book [PRO7]
A.T. Patera, G. Rozza: Reduced Basis Approximation and A posteriori
Error Estimation for Parametrized Partial Differential Equations, MIT
2006-2007.

e Modellreduktion fiir Dynamische Systeme: [Ant05]
A.C. Antoulas: Approximation of Large-Scale Dynamical Systems, STAM
2005

e Funktionalanalysis: [Alt92]
H.W. Alt: Lineare Funktionalanalysis, Springer 1992

e Finite Elemente: [Bra03]
D. Braess: Finite Elemente, Springer 2003

Webseiten
e http://www.morepas.org
e http://augustine.mit.edu/methodology.htm

Weitere spezielle Literaturhinweise folgen an geeigneten Stellen.
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http://augustine.mit.edu/methodology.htm
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Lineare Funktionalanalysis in Hilbertrdumen

Definition 2.1 (Hilbertraum):

Sei X ein reeller Vektorraum mit ( ) : X x X — R ein Skalarprodukt und
induzierter Norm ||z|| := +/(z,z). Falls X vollstandig bzgl. ||-||, ist es ein
(reeller) Hilbertraum (HR).

Beispiel (siche Ubung):

i) X :=R? mit (x,2") := Zf_l z;x; ist HR.
i) X :=C%0,1]) mit (f,g) fo x)dz ist kein HR.
i) X = H}(Q) mit (f,g) fQ Vf(x (:E)dl’ ist HR.
iv) X == HYQ) mit (f,9) = [, [(x)g(x)dx + [,V [(z)- Vg(z)dz ist HR.
v) Seien (X1, (-, -)1) und (Xo, (-, )2) HR. Dann ist X := X; x X, mit

(fy9) == (fr,9)1 + (f2, g2)2 fiir f = (f1, f2),9 = (91,92) € Xq X Xz der
Produktraum von X7 und Xs.

Definition 2.2 (Lineare Operatoren):
Seien X,Y HR (reelle Hilbertraume)

i) Eine lineare Abbildung A : X — Y ist ein stetiger linearer Operator,
falls

Ax
ja= s 17
vex\{oy ]

< 0

9
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ii) L(X,Y) ist der Raum der stetigen linearen Operatoren
von X nach Y. L(X) := L(X, X).

iii) X' := L(X,R) ist der Dualraum von X, die Elemente
sind stetige lineare Funktionale.

iv) Fir A € L(X,Y) bezeichnen wir

Bild(A) = A(X) C Y die Bildmenge
Kern(A4) := A7'(0) € X der Kern.

v) Wir bezeichnen mit B;(0) C X die offene Einheitskugel. Dann ist K(X,Y) :=

{Ae L(X,Y) | A(B1(0)) kompakt } der
Raum der kompakten Operatoren,

vi) P € L(X) ist eine Projektion :< P?:= Po P = P.
vil) A € L(X,Y) ist Isometrie, falls ||z|| = ||Az|| V& e X.

Satz 2.3 (Orthogonale Projektion):
Sei X HR, Y C X abgeschlossener Teilraum

i) Es existiert ein eindeutiges P € L(X,Y") mit

(x —Pz,y) =0 VreX,yeY.

ii) P erfiillt
||z — Px|| = inf ||z —y|| V2 € X.
yey

iii) Falls dimY =n < oo und {;}!", ist Orthonormalbasis von Y, gilt

n

Pz = Z(m,gpi)gpi.

1=1

Beweis: Ubung ]

Satz 2.4 (Riesz’scher Darstellungssatz):

Sei X ein HR, so ist J : X — X' definiert durch J(v)(w) := (v,w) Yv,w €
X eine stetige, lineare, bijektive Isometrie. Insbesondere existiert zu [ € X’
ein eindeutiger Riesz Reprisentant v; := J1(I) € X mit I(-) = (v, ).
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X Y
Px

Abbildung 2.1: Orthogonale Projektion

Beweis: J ist linear:
J()\l’l}l + )\2@2)(-) = (/\11)1 + )\2?)2, )

A1(v1, ) + A2(vg,-)
= MJ(01)() + Ao (v2)(+)

Sei v € X\{0}

el = s @I )
weX\{0} [w]]
CiU HUHHUH:H H

]|

= (][ =1

also ist J stetig, Isometrie. Kern(J) = {0}, also J injektiv.
Zeige J surjektiv: Sei l € X', 1 # 0. Kern(l) ist abgeschlossener Teilraum, also
existiert P : X — Kern([l) orthogonale Projektion nach Satz 2.3. Sei vy € X
mit [(vg) = 1. Setze vy := vg — Pvy = l(v1) = (vg) = 1,v;LKern(l). Fiir
ve X gilt

v=uv—1v) v +l(v) v

— ——
€Kern(l)

und v — [(v)v; € Kern(l) wegen (v — (v)v) = — [(v)l(vy) = 0. Also ist

) = (G ) ( )

) = - + () v

(IImH [Jon]|” SN O
—OdavlLKern

= 1(v) -ﬁ’/{?: I(v).
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Also [ € Bild(J), J bijektiv.
Damit erfillt v; := —2+ das Gewiinschte. ]

- 2
[lon ]

Abbildung 2.2: Illustration zum Riesz’schen Darstellungsatz.

Satz 2.5 (Adjungierter Operator):
Seien X,Y HR. Zu A € L(X,Y) existiert ein eindeutiger Operator A* €
L(Y, X) mit

(Az,y) = (z,A%y) Vexe X,yeY

der sogenannte adjungierte Operator. Falls X = Y und A = A*, so nennt
man A selbstadjungiert.

Beweis: Fiir y € Y ist (A-,y) € X', also existiert ein eindeutiger Riesz
Reprisentant A*y € X mit (A-,y) = (-, A%y), A* 1 Y — X also eindeutig
definiert.

Linearitat:

(2, A" (My1 + Aayp)) = (Az, Miyn + Xaya) = M(Az, y1) + Ao (A, y2)
= Mz, A"y1) + Xa(z, A%ya) = (2, \A Y1 + A A" ys)

Stetigkeit:
. Ay|]? csu x, A%y Ax,y
gl = Bl e, A, )
H y|| zeX\{0} H$|| zeX\{0} Hxﬂ
csu [|A]] AT [|y]]
< sup = |[A[l |y]]
v NeetT
= ||A™[| < [|A]]

also || A*|| stetig, da ||A|| stetig. O
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Satz 2.6 (Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren):

Sei X HR, A € K(X, X) selbstadjungiert, dann existiert ein endliches oder
abzéhlbar unendliches Orthonormalsystem von Eigenvektoren {¢;};cr, I C N
zu Eigenwerten {\; }ier C R\{0} mit

Axr = Z (T, i) Ve e X.

el

Falls I unendlich, so lim; .., A; = 0.

Beweis: = [Alt92], Satz 10.12, S. 300. O

2.2 Bilinearformen

Definition 2.7 (Bilinearformen):
Seien X1, Xs HR, b: X; x Xy — R Bilinearform.

i) Falls
b(u,v)
v:= sup sup ——— < 00,
uex;\ {0} vexz\{o} [[ul] [[v]]
so ist b stetig mit Stetigkeitskonstante ~.
ii) Falls X = X; = X, definieren wir
1
bs(u7 U) = E(b(u7 U) + b(?}, U))
1
ba(u,v) = §(b(u,v) — b(v,u)) Vu,v € X

den symmetrischen bzw. antisymmetrischen Anteil von b = b + b,.

iii) Falls X = X; = X5, b stetig und
b(u,v)

1n TR
weX\(0} [[u]

So heif3t b koerziv mit Koerzivitatskonstante .

Bemerkung:

i) o € R ist wohldefiniert, denn mit Stetigkeit nach unten beschriankt:
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ii) b ist koerziv bzgl. a < b, koerziv bzgl. a.
Denn b(u, u) = bs(u, u) + ba(u(; u) = bs(u, u)
also af|ul|* < b(u, u) < aflu||* < by(u, u).
iii) Mit der Stetigkeit von b sind auch b, und b, stetig.

iv) Es gilt b koerziv < lim, o b(u, u) = oco.

Satz 2.8 (Operatoren und Bilinearformen):
Seien Xl, X2 HR.

i) Zu B € L(X, Xy) existiert eine eindeutig definierte stetige Bilinearform
b:Xl XX2—>let
b(u,v) = (Bu,v) Yue€ Xj,ve€ Xo. (2.1)

ii) Zub: X7 x Xy — R stetige Bilinearform existiert eindeutiges
B € L(X1, Xs) welches (2.1) erfiillt.

Beweis:
i) b definiert durch (2.1) ist bilinear wegen Bilinearitdt von (-,-) und Li-
nearitdt von B.
Stetigkeit:
cSu
b(u,v) = (Bu,v) < |
=7 < [[B]| <0

| BI| [ |]v]]

IA

ii) Sei u € X fest, dann ist b(u,-) : Xo — R linear und stetig:
sup M < Sup’yHuH
i A [ I T
= b(u,-) € X, und es existiert nach Satz 2.3 ein eindeutiger Riesz-
Représentant v, € X5 mit b(u, ) = (v, ). Definiere B : X7 — X5 durch
Bu := v, € X,. Hiermit (2.1) und Eindeutigkeit klar.
Linearitét: standard

= 7|Jul| < oo

Stetigkeit:
|1Bul> " (Bu, Bu) & (v,, Bu)
= b(u, Bu) < ~l|u]|||Bul|
= ||Bul| < vl|ul|
= Ssu HBUH <
p > 7.

a|full
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Satz 2.9 (Eigenwertproblem fiir «):
Sei X HR, b : X x X stetige, koerzive Bilinearform, der symmetrische Anteil
bs reprisentiert durch By € K (X, X)

bs(u,v) = (Bsu,v) Vu,v € X

Dann ist

bs(u,
o = 11 (U UI)

ueX | ful|®

der kleinste Eigenwert des verallgemeinerten Eigenwertproblems:

gesucht (u,A\) € X xR sd.  bs(u,v) =X (u,v) YveX (2.2)

Beweis: Sei (u,A\) € X x R Eigenvektor/Eigenwert. Da B, kompakt und
selbstadjungiert existiert nach Satz 2.6 folgende Darstellung

BU’_Z)\ 41029017

el
I € N, {y;} orthonormale Eigenvektoren, A; # 0.
Annahme: I unendlich. Mit Spektralsatz gilt dann A\; — 0, also

bs(irpi) _ A II%H
2
il sl

%2 Widerspruch zu Koerzivitat.

Also I endlich, 0.B.d.A. I = {1,...,n}. Sei u € X,u = pp + Y, uip; fur
geeignete u; € R und ¢y L Bild(B). Dann ist ¢y = 0 (sonst By = 0= Agpo
also EV zu A = 0, Widerspruch zu Koerzivitiit), 0.B.d.A |[u||> = 1 also
S u? =1 (denn ||u|| = > u?). Dann gilt

bs
(u, u) (Bsu,u) Z)\u

[ul [

also Konvexkombination der \; mit Koeffizienten u? (denn 0 < w? < 1,
S u? = 1). Damit ist

n
o= i%f Z Aiu? > min \;.

1=1
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Sei u = ; mit \; = minj—;__, A;
b
L)y i,
Hu” Jj=1,...n
= o = minh\;

[]

Satz 2.10 (Koerzivitiat in R"):
Sei X 1= R", b(u,v) := (Bu,v) fiir B € R™" und a := inf,c x\ {0 % Seien
{\:}1, die Eigenwerte von B, := (B + BT). Dann gilt

.....

ii) b ist koerziv < By ist positiv definit.
Beweis: Ubung. ]

Satz 2.11 (Lax-Milgram):
.Sei X HR, b : X x X — R koerzive, stetige Bilinearform mit Koerzi-
vitdtskonstante o. Dann existiert ein eindeutiger Operator B € L(X) mit

b(u,v) = (Bu,v) Yu,v € X,

B ist bijektiv, B~} € L(X) und

1
1B~ <~
«

Beweis: Existenz und Eindeutigkeit von B klar nach Satz 2.8. Mit Koerzi-
vitat erhalten wir

9 cSU
allul|” < 0(u, u) = (Bu,u) < [|Bull [[ull

1Bu|| > allu|| Vue X (2.3)
Injektivitét:
2.3
Bu=0"% [yl =0 = u=0

Zeige zunéchst Abgeschlossenheit von Bild(B): Sei (Bu);eny Cauchyfolge im
Bild(B). Mit (2.3) folgt

||Bum - Bun” > O‘H'“m - unH
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= (u;);en ist Cauchyfolge, es existiert u = lim; o u; € X wegen Vollstandigkeit.
Mit Stetigkeit von B folgt

lim Bu; = Bu € Bild(B)

1—00

= Bild(B) abgeschlossen. Damit existiert nach Satz 2.3 orthogonale Projek-
tion P auf Bild(B).
Surjektivitéit: Sei v € X, 7 := v — Pv. Dann ist (Bu,7) =0 VYu € X und

al[ol> < b(©,7) = (Bv,7) =0
= 5=0
= v = Pv € Bild(B).

d.h. B surjektiv, also bijektiv. Somit existiert B! linear. Stetigkeit folgt mit
v := Bu in (2.3):

ol > alfull = of[B|
_ 1
S 1B < Lol
(0%
B! 1
1B = suplZ Ul L
Pl S

2.3 Parameterabhingigkeit

Definition 2.12 (Parametrische Formen):
Sei P C RP eine beschrinkte Parametermenge. Dann nennen wir

i) [ : X x P — R eine parametrische stetige Linearform falls Vu € P

l(-ip) € X'

ii) Wir nennen b : X;x XoxP — R eine parametrische stetige (symmetrische
/ koerzive) Bilinearform, falls Vu € P

b(-, ;) : X X Xo — R bilinear (symmetrisch / koerziv)

und bezeichen die Stetigkeitskonstante mit «(x) und die Koerzivitéts-
konstante mit a(p).
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Bemerkung:
Eine parametrische stetige Bi-/Linearform ist nicht unbedingt stetig bzgl. p:
Beispiel:
X=R,P=[0,1,l: X xP—-R

r L falls p< i
Wxsp) =1, 2,

5%, sonst

Definition 2.13 (Parametrische Beschanktheit/Stetigkeit):

i) Wir nennen eine parametrische stetige Linearform [ bzw. Bilinearform b
gleichmafig beschrankt bzgl. i falls existiert vy € R™ mit

sup [|1( 1)l < v,  bzw.  supy(u) < Yo
HEP HEP

ii) Wir nennen b gleichméBig koerziv bzgl. u falls existiert ag > 0 mit

inf a(p) > .
nepP

iii) Wir nennen [ bzw. b Lipschitz-stetig bzgl. p falls existiert ein L; € RT
bzw. L, € R" so dass fiir alle 1, o € P gilt

[Hw; ) = U )| < Lilfull [l = pol| Vue X, baw.
[b(u, v; ) = blu, v p2) | < Ly |l [ [[oll [l = peol| - Vu e Xi,0 € X,

Definition 2.14 (Sensitivitdtsableitung):
Sei X HR, P C R? beschrénkt, ug € U C P in Umgebung U. f: U — X ist
(Fréchet)-differenzierbar in py, falls existiert ein D f(ug) € L(RP, X) mit

iy U (0 + 1) = fpo) = Df(po) | _
h—0 12|

Falls f in jedem p € U diff’bar, dann existieren insbesondere partielle Ablei-
tungen

0.

0
Opi

fiir e; € R? Einheitsvektor ¢ = 1,...,p.
Falls diese wiederrum diff’bar in & bezeichnet allgemein

o]
0nf() = =2

= 9o Ip
aﬂl o aﬂp

die Sensitivitdtsableitung der Ordnung |o| := > 7, o; fir Multiindex o =
(o1,...,0p) € NJ

f():=Df()e;: U — X

fO) U —X
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Bemerkung:

Diese Ableitungen werden spéter insbesondere bei parameterabhéngigen Losungen
u(w;p) verwendet v : Q@ x P — Rmit u(;pu) € X Vu kann auch als

u : P — X aufgefasst werden mit Sensitivitdtableiten d,u : P — X d.h.
Osu(-; 1) € X Vu € P und insbesondere

Oyt : 2 x P — R d.h. Funktionen 0,u(x; )

Definition 2.15 (Separierbare Parameterabhéngigkeit):
Seien X, X1, X9 HR, P beschrinkte Parametermenge

i) Eine Funktion v : P — X nennen wir separierbar parametrisch, falls
existieren Komponenten v? € X und Koeffizientenfunktionen 07 : P —
R fiirg=1,...,Q, mit

Q’U
o(p) = Y Oy’
q=1

ii) Eine parametrische stetige Linearform [ : X x P — R bzw. Bilinearform
b: X1 x XsxP — Rist separierbar parametrisch, falls existieren (¢ € X’
und O : P — R fiir ¢ = 1,...,Q; bzw. b7 : X; x Xy — R stetig und
Ol:P—-Rfurg=1,...,Q, mit

= Z Of(u)l'(v) YveX baw.

b(u, v; ) Z@q 104 (u, v) V(u,v) € Xy x Xo.

Lemma 2.16 (Energienorm):
Sei X HR, b: X x X x P — R parametrische, koerzive, stetige Bilinearform.
Dann ist fiir p € P

(((w, ) = bs(u, v p)
ein Skalarprodukt auf X und

[Hulll,e = 4/ (((w; w))),s

die ,,Energienorm®. Diese ist dquivalent zur X-Norm

Vallull <{llulll, < Vy@llul] - Yue X.
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Beweis: Skalarprodukt: klar, wegen Bilinearitét, Stetigkeit und Koerzivitét.
Norméquivalenz folgt aus Stetigkeit und Koerzivitit von by.

a()l[ull® < by(u,us ) < ()| ful?

Beispiel 2.17 (Wirmeleitung in Komposit-Material):
Sei wie in Abb. 2.17:

o 0 =/, Q; Gebiet aus p € N polygonalen Teilgebieten €,
® P = [tmin, femaz]’ C RP Parameterbereich mit 0 < fimin < fimaz-

e = (u1,...,u)" € P Vektor aus Wirmeleitkoeffizienten der Teilgebie-
te, a(x) ortsabhéngiger, stiickweise konstanter Wérmeleitkoeffizient.

e PDE: Warmeleitung ohne innere Quelle, =V - (aVu) = 0 in 2

e Dirichlet 0 Randbedingung: v = 0 auf I'p (,Kiihlung auf Temperatur
Ou)

e Neumann-Randbedingung ohne Fluss: aVu - n = 0 auf I'yg (,isolierte
Rénder*)

e Inhomogene Neumann-Randbedingung: aVu-n = 1 auf 'y := 9Q\(I'pU
I'no) (,Einheits-Fluss“).

e Ausgabe s: Temperaturintegral tiber I"nq

Schwache Form dieses Problems lautet: gesucht ist u € X := H} (Q) :={u €
H'(Q)|w,, =0} so dass

/a(x)Vu(a:) -Vou(z)dr = / v(x)dx Vv e X.
Q I'n1
Ubung: Diese schwache Form besitzt:

i) eine parametrische stetige symmetrische Bilinearform b, welche gleichméfBig
beschréinkt, gleichméfig koerziv und Lipschitz-stetig bzgl. v ist

ii) eine separierbar parametrische stetige Linearform f, welche gleichméafig
beschrankt und Lipschitz-stetig bzgl. u ist.
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N1

Abbildung 2.3: Komposit-Material

NO
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Kapitel 3

RB-Methode fiir lineare koerzive
Probleme

3.1 RDB-Verfahren

Definition 3.1 (Parametrisches detailiertes Problem (P)):

Sei X HR, P C R? beschriankt, b : X x X x P — R parametrische, stetige,
koerzive Bilinearform, f,[ : X x P — R parametrische, stetige Linearform.
Zu p € P ist die detailierte Losung u(p) € X und Ausgabe s(pu) gesucht mit

b(u(p),vip) = flosp)  VveX
s(u) = Lulp); p)
im Folgenden mit (P) bezeichnet.

Bemerkung:

i) (P) kann sowohl ein analytisches Modell (schwache Form einer PDE)
als auch ein diskretes, detailliertes Modell (FEM Diskretisierung) re-
prasentieren.

ii) Existenz und Eindeutigkeit folgen mit Lax-Milgram Satz 2.11.

iii) Beispiel 2.17 mit geeigneten Ausgabefunktional ist eine Instanz von (P).

Definition 3.2 (Reduzierte Basis, RB-Raume):

Sei Sy = {u!,...,uN} C P Menge von Parametern mit (0.B.d.A) linear

unabhingigen Losungen {u(p’)}Y, von (P). Dann ist
Xy = span{u() 1,

23
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ein N-dimensionaler Lagrange RB-Raum.
Sei p € P und u(p) Losung von (P) k-mal diff’bar in einer Umgebung von
1. Dann ist

Xy 0 = span{0,u(u’)|o € N, |o] < k}
ein Taylor RB-Raum. Eine Basis

(I)N:{gol,...,QDN}CX

eines RB-Raumes ist eine reduzierte Basis.

Bemerkung;:

i) Es existieren weitere Arten von RB-Réaumen (Hermite, POD). Gemein-
sam ist allen die ,, Konstruktion aus Snapshots von v und 9,u*

ii) Fiir numerische Stabilitdt meist Verwendung von orthonormalen Basen
= Details in Kapitel 5

Definition 3.3 (RB-Modell (Py), symmetrischer Fall):

Sei ein Problem (P) gegeben und zusétzlich gelte b symmetrisch und f = [
(,compliant“). Sei Xy C X ein RB-Raum. Zu p € P ist die RB-Losung
un(p) € Xy und die RB-Ausgabe sy(u) € R gesucht mit

b(un(p),vsp) = flosp) Vo€ Xy
sn(p) = Hun(p);p)

im Folgenden mit (Py) bezeichnet.

Bemerkung:

Falls b nicht symmetrisch oder f # [ ist obiges immer noch sinnvoll, aber
es bestehen bessere Moglichkeiten sy (p) mittels eines dualen Problems zu
bestimmen, siehe Kapitel 7.

Satz 3.4 (Existenz, Eindeutigkeit und Beschrankheit):
Zu p € P existiert eine eindeutige RB-Losung uy (@) € Xy und RB-Ausgabe
sy (p) von (Py). Diese sind beschréinkt durch

lux ()| < @nﬂ-;mn
v ()] < ——|1FC: )l G

a(p)
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Beweis: Da Xy C X ist b(-, -; u) stetig und koerziv auf Xy:
b(u, u; 1)

an(p) = inf ~2 P s g D00 > 0,
SRR SR MR
b b
woeXy |l l|v]] ™ woex [Jull [[o]]

Analog sind f,[ stetig auf Xy. Existenz und Eindeutigkeit folgt mit Lax-
Milgam, Satz 2.11.

blun,vip) = flo;p) Vo€ Xy

Zél (Bun,v) = (vy,v) Vv e Xy

= Buy = vy
= Uy = Bilvf

Damit ist auch s, (1) = l(un(p); 1) eindeutig. Beschranktheit:

U = |B Yul| < 1B~ Y ||v
lun]| =] A< BT o]
<zt =l

s (10)] = ()| < 1] ]| < ﬁwu 1)

Satz 3.5 (Lipschitz-Stetigkeit):

Falls b und f gleichméflig beschréankt und Lipschitz-stetig und b gleichméafig
koerziv bzgl. i, so sind auch die Losungen uy (1) und sy (p) von (Py) Lipschitz-
stetig bzgl. .

Beweis: Sieche Ubung. []
Satz 3.6 (Gleichungssystem und numerische Stabilitéit):

Sei ®y = {p1,...,pn} eine reduzierte Basis von Xy. Fiir p € P definieren
wir

By(p) = (lei, i)y €RVY
In(p) = fo(m) = (flesn)L, €RY

und uy = (uyn,;)Y, € RY als Losung von

By(p) - un = [y (w). (3.1)
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i) Dann ist uy(p) = 3 unip; und sy(p) = Iy - un (1) Losung von (Py).

ii) Falls ®y orthonormal, so ist die Kondition von (3.1) unabhéngig von N
beschrankt durch

conda(Byy (1)) * 1By (1)l - 1B ()], < % |

Bewelis:

i) folgt durch Einsetzen.
ii) Wegen Symmetrie ist
|)\mam|
|)\mm‘
mit betragsméafig grofitem /kleinsten Eigenwert A\paz, Amin von By (p).

Sei Uy, = (u)Y, € RY Eigenvektor zu Apop und U, = Zf\i L Ui
Dann gilt

condy(By (1)) =

(3.2)

_ T —
- )‘mawumaxumax umax B Dy ( ) Unaz

= Zuzuj Pi, Pjs W )
= Zuzgpuzuﬁop

< ’Y(N)HumaxH .

)\maac | |@mam | ‘

Mit
N N N N
2 2
HumaxH - <Z U; Qs Zuj(pj> = Z uiuj(gpia 90]) - ZUZZ - HgmaajH
i=1 j=1 ij=1 i=1

folgt [Apmaz| < v(1). Analog zeigt man A, > ap) und mit (3.2) folgt
die Behauptung.

[]
Bemerkung (Unterschied FEM zu RB):

i) Die Kondition der Matrix bei FEM wéchst polynomiell in Anzahl der
Freiheitsgrade. Obige Aussage ist also ein konzeptioneller Vorteil von
RB-Verfahren, wenn eine orthonormale Basis & verwendet wird.
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ii) im Gegensatz zu grofien, aber diinn besetzten Matrizen bei FEM, ist
(3.1) klein (typisch (10-100)) aber voll besetzt, weil ¢; i.a. keine disjunkte
Trager haben.

Korollar 3.7 (Galerkin-Projektion, Galerkin-Orthogonalitét):

Sei p € P, X, Xy HR mit Energie-Skalarprodukt (((+,-)))u, Py : X — Xy
zugehorige orthogonale Projektion, u(u), un () Losungen von (P) bzw. (Py)
und der Fehler e(p) := u(p) — un (). Dann gilt

i) un(p) = Pulu(p)) ,Galerkin-Projektion*
ii) (((e(p),v))), =0,v e Xy , Galerkin-Orthogonalitét*

Beweis: Nach Lemma 2.16 ist (X, (((-,-))),) HR und Xy = span{y;}¥,
endlich dimensional, also abgeschlossen, also ist P, nach 2.3 wohldefiniert.
Orthogonalitit des Projektionsfehlers Satz 2.3 1) ergibt

(Puu(p) —w(p), i) = 0 Vi
& b(Puu(p) —ulp),pizp) = 0 Vi
& b(Puulp), pizp) = blu(p),pisp) Vi
& b(Puulp), pip) = floip) Vi
i) Also ist P,u(p) Losung von (Py), also un (i) = Pu(p).

ii) e(u) ist also Projektionsfehler, orthogonal nach Satz 2.3 1).
[]

Korollar 3.8 (Reproduktion von Lésungen):
Sei 1 € P,u(p), un(p) Losungen von (P) bzw. (Py), ¢; € RY i-ter Einheits-
vektor.

i) Falls u(p) € Xy = un(p) = u(p)
ii) Falls u(p) = p; € @y, dann uy () = ¢; € RY

Beweis:
) Da x4 € X = ¢ = () — ux(s) € Xo und ((e0)) =
0 Vv € Xy nach Korollar 3.7 ii), also insbesondere (((e,e))), = 0 =

e=0¢€ Xy = un(p) =u(p).

ii) un(p) = @; nach i), mit Eindeutigkeit der Basisexpansion folgt die Be-
hauptung.

[]
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3.2 Offline/Online-Zerlegung des RB-Modells

Komplexitidtsbetrachtungen

Falls (P) ein diskretes Modell mit dim X = H Freiheitsgraden und das H x H
LGS diinn besetzt ist, erfordert eine detailierte Losung O( H?) Rechenschritte.
Das voll besetzte reduzierte N x N System aus (Py) ist in O(N?) 16sbar =
Nur falls N < H ist das ein Gewinn.

Genauere Betrachtung der Berechnung einer reduzierten Losung uy (i)

i) N Snapshots berechnen mittels (P): O(NH?)
ii) N? Auswertungen von b(p;, p;; ) :  O(N*H)
iii) N Auswertungen von f(p;,u): O(NH)

iv) Losen des N x N LGS:  O(N?)

Fiir ein einzelnes i € P lohnt sich ein RB-Modell nicht. Fiir viele Parameter
lohnt es sich durch eine Offline/Online-Zerlegung.

In der einmalig durchgefiihrten Offline-Phase werden p-unabhéngige Grofien
typischerweise teuer berechnet, d.h. O(H®),« € N. In der vielfach durch-
gefithrten Online-Phase werden p-abhingige Grofien assembliert und wuy(p),
sy (p) schnell berechnet, d.h. O(N®), « € N.

Korollar 3.9 (Offline/Online-Zerlegung von (Py)):
Sei (Py) gegeben und b, f separierbar parametrisch, d.h.

Qs
b(u, v; 1) Z@q W, v),  foip) =) O%u) f(v)
q=1

(Offline-Phase:) Nach Berechnung einer reduzierten Basis @y = {¢1, ..., on}
ermitteln wir

By = (B?v,i,j)z]yjzl e RV B;]V,i,j = b(i, ;)
U= (fh)im € RY fh = @)

(Online-Phase:) Zu p € P erhalten wir By (u), [, (1) aus Satz 3.6 dquivalent
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durch

Q,
By(p) = > ©f(p)-B%  und
q=1

Qf
Folm) =) 0%u) - [,

und erhalten uy (@) und sy(p) wie in Satz 3.6 Insbesondere ist die Online-
Phase in O(N?-Q,+ N - Qs+ N?) berechenbar, vollkommen unabhéingig von
H.

Diagramm: Laufzeit fiir k£ € N Berechnungen von u(u), un(p)

Es bezeichnet tgetqir, tof fiines tontine Laufzeiten fiir einzelne Berechnungen von
(P), Offline-Phase von (Py) und Online-Phase von (Py).

I VA tdelall Rd
lN(k) = toffline+k l0

nline K

t_offline £ 7

0 *
k k

Abbildung 3.1: Laufzeitverhalten mit wachsender Anzahl von Simulationen

= Bei mehr als k* := —24n_ wiederholten Berechnungen von wy (x) lohnt

tdetail _tonlin,e

sich ein RB-Modell.

3.3 Fehleranalyse

Satz 3.10 (Fehlerschranke durch Approximationsfehler):
Sei pp € P und u(p), s(p) bzw. uy(p), sy(p) Losung von (P) bzw. (Py)
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i) Der Fehler in der (p-abhéngigen) Energienorm erfiillt

Ifulp) —un(u)llly = inf {[ju(p) = vff],

ii) Der Fehler in der (p-unabhéngigen) X-Norm erfiillt

(1) . .
() Jnf lu(u) — o]

[lu(p) = un (| <

mit v(u), a(p) Stetigkeits- bzw. Koerzivitédtskonstante.
iii) Fiir den Ausgabefehler gilt (wegen [ = f)

0<s(p) —sn(p) = [llulp) —un (Wl

— inf —vll]?
Jnf [Ju(p) —llf,

< () inf [Ju(p) — |
veXn

Bewelis:

i) Nach Kor. 3.7 ist ux(p) orthogonale Projektion also Bestapproximation:

3.7 2.3ii)

() = () e = lla(rz) = Pl ~2 Jnf [fu(p) = vlf],

ii) Mit der Norméquivalenz 2.16 folgt

2.16 ;
Vallu(u) —un(w)ll "< lu(e) —ux(@)ll 2 inf [Ju) - olll,

veXpN
2.16 |
< Vr(w) inf flu(p) —vl|

vEXN

s(n) = sn(u) = Uulp) = U (p))
= ) = Fluv ()
2T b)) — () — bl (), () — wx(40)

=0 Wg. Kor. 3.7

i)
= b(u—uN,u—uN)=|HU(H)—UN(N)|H;2L
2

—  inf -
Jnf [Ju(pe) = llf,

< (- if fju(e) = ol

veEXN
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Also insbesondere auch s(u) — sy(p) >0

Bemerkung;:

i) sy () ist also untere Schranke fiir s(u)

ii) Der Ausgabefehler ist im Allgemeinen sehr klein, da das Quadrat des
RB-Fehlers eingeht

iii) ,,Lemma von Cea“ besagt fiir nicht notwendigerweise symmetrische Bi-
linearformen

o —un|| < 2 inf [ju— ol
o veXy

Also ist Satz 3.10 eine Verschéarfung von Cea fiir symmetrische Bilinear-
formen.

Korollar 3.11 (Monotoner Fehlerabfall in der Energienorm):

Sei (X N)%”;“f Folge von RB-Réumen mit Xy C Xy fiir N < N’ (,Hiera-
rische Rdume*) und ey (p) = u(p) — uy(p) fiir p € P. Dann ist die Folge
(Illen ()]]],.) yms monoton fallend.

Beweis:
lex(olll, = inf G =il > inf [lluGe) = ol
= e ()],
]
Bemerkung:

i) ,worst case“ ist Stagnation des Fehlers (unrealistisch, jeder neue Basis-
vektor miisste orthogonal zu ex(u) sein), siche Abb. 3.3 a)
in der Praxis ist bei geschickter Basiswahl exponentielle Konvergenz zu
beobachten, siehe Kapitel 4.

ii) Monotonie gilt nicht notwendigerweise fiir andere Normen trotz Nor-
menéquivalenz c||lex|||, < |len]| < C||len|||, mit ¢, C' unabhéngig von
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N, sieche Abb. 3.3 b). Fehlernorm ||ey|| kann gelegentlich anwachsen,
bleibt aber in einem ,, Korridor* um |||lex(1)||,

A A

el

worst case
Fehler CH‘eN‘HH

ealistisch

> >
N N
a) b)

Abbildung 3.2: Fehlerabfall mit wachsender reduzierter Dimension.

Lemma 3.12 (Fehler-Residuum-Bezichung):
Fiir p € P definieren wir mittels der RB-16sung uy (1) das Residuum r(+; u) €
X' bwz. seinen Riesz-Représentanten v, () € X

(v (), v) =r(v;p) = floip) — blun(p),v;p) Vo eX
Dann erfiillt der Fehler e() = u () — un (i)
ble(p),vip) =r(vip) Vo e X
Beweis:

b(e,v; i) e b(u — uyn,v) = blu,v) — bluy,v)

= [f(v) = blux,v) =r(v)

Bemerkung:

i) Der Fehler erfiillt also (P) mit ,rechter Seite® r.
ii) Insbesondere ist r(v) = 0 fiir v € Xy (Galerkin-Orth.)
iii) r=0=e=0.

Satz 3.13 (A-posteriori Fehlerschétzer):
Sei p € P,u(p),s(p) Losung von (P), un(p), sy(p) Losung von (Py) fiir
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f # 0 und der Fehler e(u) := u(p) — un(p). Sei arp(p) > 0 eine untere
Schranke fiir die Koerzivititskonstante a(u) von b( -, -,;p) und v, () der
Riesz-Représentant des Residuums aus Lemma 3.12 auf. Dann gelten folgende
Schranken:

i) Fiir den Fehler in der Energienorm:

eIl < A () = Lol

arp(p)
ii) Fiir den relativen Fehler in der Energienorm:

el _ nenre o oGl 1
la(alll, =2V W =2 2 TawGalll,

falls A%l’rel(,u) <1

iii) Fiir den Fehler in || -|| (X-Norm)

HWMSAMM:!ﬁﬁy

iv) Fiir den relativen Fehler in ||-||

le(w)l ! -l 1 !
< AV (p) =2- : , falls Ay <1
Ju()] =7 arp(p)  [luv(p)ll "

v) Fiir den Ausgabefehler

s(p) — sn(p) < A% (u) = [or ()11 )I*

arp(n)
vi) Fiir den relativen Ausgabefehler
s() = sw(p) _ srerp o)
< Ay =
s(u) arp(p)sn (i)

Bemerkung:

i) Da f # 0 folgt u,uny # 0 und damit s, sy # 0:
s(u) = Uu(p); p) = flulp); p) = dlu(p), u(p); w) > a(p)|fu(w)|* > 0

also alle Briiche in i)-vi) sinnvoll.
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ii) X-Norm Fehlerschétzer immer um Faktor \/a (1) schlechter als Energienorm-
Fehlerschétzer

iii) sehr gute Ausgabefehlerschiitzer durch , Quadrat® des Residuums

Beweis: Zunichst gilt

Def 3.12 Riesz CSU
el "= ble, e; ) =" r(e;p) =" (vr,€) < o]l ]le]] (3.3)

Andererseits folgt aus der Koerzivitét

arp(p)|lel* < ble, e p) = [[le(w)]|[?
also

. [llel] ]
lel] < —m (3.4)

(3.3)
el S ol 1ell % IWAFJ%ﬂ[— < ()| leff

ii) Falls A" (1) < 1, so ist

[l = Wunllle | A7Enat [l = unlll, _ llell],
Hunlll - Huntlle il
i) .
< HUTH D:fl %1,7"61 Sl
Voars(llluxlll, 2 2
Falls |[[un][l,c > [lulllx gilt [[ux|ll, = Hullle < 3llluvl]],. also
1
S llunlle < {llull], (3.5)
Falls |||un]||, < |||ull],, so ist (3.5) schon klar. Damit folgt
el 2 lerll 1L 6Dl 1 en,rel
o 2= AP (p)

Nullle = Vazs(u) Nullle ~ Vazs(o) e,

iii) analog zu i)
iv) analog zu ii)

v) aus Satz 3.10 folgt

() — sw(0) P20 eI £ (AT () % Ay ()
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vi) Aus Satz 3.10 folgt s(u) > sy (i) also aus v)

() = sx (1) ) AYG) _ DY) o
S s S oy W)

Satz 3.14 (Effektivitéiten der Fehlerschétzer):

Mit den Voraussetzungen und Notationen aus 3.13 gelten die folgenden Ab-
schiatzungen fiir Effektivitdten, wobei yyp(p) eine obere Schranke fiir (u)
1st:

i)
en ) A?\?(M) ’YUB(:LL)
W= el =\ azs()
i)
en,rel L A?\TIL7T€l(M) . /VUB(/L) alls en,rel
W) = TG MG, =%\ aps(ey B 4800 <1
Y Ax() _ os()
) N(H ’VUB H
) =20l < as()
iv) l
rel o Are( ) . W/UB(M) alls rel
) = TG =% ey U ARG <1
V)
s AN (1) Yo
W)= SO = o) = ars(u)
vi) 1
s,rel L A?\}re (:u) ) IYUB(ILL) alls s,rel
) = O s st = 2 agsluy P AN ST
Bemerkung:

Satz 3.13 besagt also, dass ny(u) > 1,75 () > 1, ete.
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Beweis: Zunichst gilt mit Definition des Residuums aus Lem. 3.12

Def

) CcsU
[lvr]|” = (vp, 00) "= ble, 05 ) < |llel[|ullor ]2
Mit Norméquivalenz gilt

vrlllu < Vws(w) - o]

also
ol | < [lelll - vVvs(p) (3.6)

AR(r) by ol 1 BB (el Aus(0)
el ~ Me@ll: Varsto — Uetfoy/azs(s)

v) Satz 3.10 iii) liefert

AN()  per3.10 (AR (W) 2 ()
s(p) = sn () el — arp(p)

n(p) =

vi)

srel A?V(M)/SN(ILL) _ .5 . .
N ) — s )50 () S ) s ()

Der letzte Faktor ist beschrankt

s(p) = sn(p) Pef Voraus

S(M) :1_|_ < 1+Asrel< ) S 9.

sn () sn ()

iii) GL (3.6) und Norméquivalenz liefern

Hvrl\ H\ v ruB() < yus(p)llell

Also
AN per vl 1 s() - el
W) =Tl = arsle) TTell = asp(a) - el

i) Wie im Beweis von 3.13 impliziert A" (1) < 1 dass

[l = [l ] o 1

[Hun [l -2
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Falls || [uyl[l,c < [[lulll,, so gilt [[[ulll — [[[uxll] < 3l|lunl]], also

3
el = STl (3.7)

Falls |||un]||, > |||ul||, ist (3.7) schon klar. Also

enﬂ"el('u) Dzef 2. HUTH . 1
N Vars(llunll], e/l
A%rel

36 2 ws() ettt llulll,
= Vaus(lllettn  [unlll
SN

B arp(i)

iv) Analog zu ii)

3.4 Offline/Online-Zerlegung der Fehlerschitzer

Fiir die a-posteriori Fehlerschatzer aus Satz 3.13 und den Effektivitaten aus
Satz 3.14 ware der Wert fiir a(p) bzw. (1) wiinschenswert. Dieser ist jedoch
i.A. nicht verfiighar oder nur teuer berechenbar. Daher wurden als Ersatz
eine untere Schranke app(p) bzw. obere Schranke vy p(u) eingefiihrt, welche
schnell berechenbar sein sollen, damit zur Online-Fehlerschatzung einsetzbar
sind.

Lemma 3.15 (Untere Schranke fiir a(p)):
Sei b: X x X x P — R koerziv und separierbar parametrisch mit b%(u, u) >
0 Yue X und Of(u) >0 VueP.Seifi € P fest und o(fz) bekannt. Dann
gilt:

0<arp(p) <a(p) VpeP

mit der unteren Schranke

SR

OzLB(M) = a(ﬂ) . q:rlr,l.i..r,lQb ggggi
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Beweis: Fiir alle u € X gilt

Qv ~q
b(u, ;) = Z@q 109 (u, u) Zg%ggg@g(ﬁ)bq(u,u)

=1
> ﬁé( min o, (’u)> OF(m)b! (u, u) = C(p) - b(u, u; i)
2 = 7=1,...Qp @g () ’
Clp)
> C(u) - a(@ull® = arp(u)lull
Also insbesondere a(p) := inf,cx % > arp(p). O

Bemerkung;:
Es gilt auch fiir nicht-symmetrisches b.

Lemma 3.16 (Obere Schranke fiir v(u)):

Sei b: X x X x P — R symmetrisch, koerziv und separierbar parametrisch
mit b? positiv semidefinit und ©f(p) >0 Yue P,g=1,...,Qp. Seim € P
fest und ~y(@) bekannt. Dann gilt

(1) <yuplp)  VueP

mit der oberen Schranke vy p(u) := () maXg=1,...,Q, gzg”g

Beweis: Ubung. [

Bemerkung:

Durch ,, Tauschen* des Skalarproduktes/Norm auf X kénnen die Fehlerschétzer
und Effektivitdten verbessert werden, ohne die Ausgabe-Schétzung des redu-
zierten Modells oder die reduzierte Losung zu verdndern.

Wihle 71 € P fest und setze Xy := (X, (((+, -)))z). Wegen Norméquivalenz,
Lemma 2.16, gilt b bilinear, stetig, koerziv auf X < b bilinear, stetig, koerziv
auf Xz. [, f linear, stetig auf X < [, f linear, stetig auf X7.

Offensichtlich ist

_ b(u, u; 1)
a(f) == inf ———+ =1
weX || |ulll5

und

_ b(u,v; 1 u,v
2 IR ((C0))
woe Xy [|[ulllzll[vlllz we llllzlllo]] |z

Hellzllvllz _
el [zl o[

sup
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also Lemma 2.16: Norméquivalenz mit ,,Gleichheit”, v(71)/a(@) = 1. Dies

kann nicht verbessert werden, da nach Definition stets v(u)/a(u) > 1

Lemma 3.17 (Separable Parameterabhéngigkeit von v, (u)):
Seien b, f separierbar parametrisch. Nach Riesz, Satz 2.4, existieren vf, e X
mit
(vi,v) = fiv) Vwve X,1<q<Qy
und v/ € X mit
(05", v) = b"(pn,v) V0 EX 1<q<@pl<n<N
Sei Q== Qs+ N - Qy und vf fiir 1 < g < Qr eine Aufzéhlung von v}, vy

1 Qry . ()1 Qy Qp,1 Qp,2 LN Qv,N
(V- 07) = (g, ,U; ,vb e, Uy vb LU )

Fiir g € P sei uy() = 320 unn(p)g, die Losung von (Py) und hiermit
definieren wir ¢ : P — R, 1 < ¢ < @), durch

(©L,...,09) = (O},....0% — 6} uyi,...,~6fuy.
- @%-uNg,...,—@?buN2,...,—@éuNN,...,—@beuNN)

Dann ist der Riesz-Reprasentant v, (1) € X des Residuums separierbar para-

metrisch
Qr
=Y Op)f
q=1

Beweis: Mit Lemma 3.12 und separabler Parameterabhéngigkeit ist

(v-(p),v) = r(v;p) = f(v;p) —b(UN(u) v; 1)

Qs
= > OHm U ZZ@Q Y (1) (pn, 0)

qlnl
Qy
= Z@‘Ji( (v, v) ZZ@Z Junn (@) (0", v) Yoe X
q=1 n=1
N
— Z@q Z@Z Junn (vl v) Yo e X
q=1 n=1

=20 OF ()t
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Satz 3.18 (Offline/Online der Fehlerschitzer /Effektivitdten):
Seien b, f separierbar parametrisch und schnell berechenbare Schranken oz 5( 1)
und yyp(p) verfiigbar. Dann sind die Fehlerschétzer aus Satz 3.13 und Ef-
fektivitdten aus Satz 3.14 effektiv berechenbar:
Offline-Phase: Nach der Offline-Phase des RB-Modells gemifl Satz 3.9 er-
mitteln wir

Ky = (i ¢5))ijmr € RN
Nach Berechnung von v! € X,1 < ¢ < @), geméfl Lemma 3.17 bestimmen
Wir

G = (v, v)5 € RO
Online-Phase: Zu p € P bezeichne nach Online-Phase des RB-Modells
gemiB Satz 3.9 By (1), un () = S0 unn(p)@n (und sy (). Hiermit erhal-
ten wir Bestandteile der Fehlerschranken:

; 1/2

) [Nun()]]lw = (un By (1)uy)
i) un ()] = (uh K yuy)'?
iii) v, ()] = (€, GO,)"?

mit ©, := (6, (n), ..., O ()", uy = (unn)il,.

Beweis: 1) ||lun(u)[]12 = bun (1), un (1) 1) = 3051 unitn;b(, @5; 1) =
un By (1) uy

i) [Ju(p)|] = (un (), un(p) = Sic; uniun; - (pi,05) = ub K yuy
iti) |[v,(u)|]* = (222;"1 Ofvi, 222;1 Ofvl) =
S OL (O (p) (v, vl) = 81 G, .

rur

Zusammenfassung: (Relevanz der A-posteriori Fehlerschitzer)

i) Rigorose obere Schranke fiir tatsdchlichen Fehler, nicht nur ,Indikato-
ren“ wie in FEM. (Rigorositit wird auch “Zuverlassigkeit”, “Reliability”
genannt)

ii) Effektivitét: Die Schétzer sind keine beliebig grofie obere Schranke, son-
dern der Faktor der ., Uberschitzung® ist klein und berechenbar. (Ef-
fektivitit wird auch “Effizienz”, “Efficiency” genannt). Insbesondere:
e(n) = 0 = Ay(u) = 0, also “a-posteriori” Verifikation von exakter
Approximation..
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iii) Theoretische Untermauerung der i.A. empirischen Basiswahl

iv) Effiziente Berechnung: Durch Offline/Online-Zerlegung ist neben redu-
zierter Simulation eine schnelle Fehleraussage moglich.

v) weitere Einsatzmoglichkeiten: Offline zur Basisgenerierung (siehe Kapi-
tel 5) und Online (Dimensionswahl).
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Kapitel 4

A-priori Approximationstheorie

4.1 Approximierbarkeit durch lineare Unterrdume

Satz 3.10 ergab einen Zusammenhang zwischen RB-Fehler und Bestapproxi-
mation, w.a. ||u(p) —uy(p)|| < c-infyex, ||u(p) — v||. Daher sind Schranken
fiir die rechte Seite interessant.

Definition 4.1 (Kolmogorov n-Weite):
Sei M eine kompakte Teilmenge im HR X. Zu einem abgeschlossenen Un-
terraum Y C X nennen wir

d(Y, M) := sup in£||v — wl|| = sup ||v — Pyvl]

vEM W veEM

den Abstand von Y zu M. Fiir n € N nennen wir

dy(M) = inf  d(Y, M)

YcX,dim(Y)=n

die Kolmogorov n-Weite der Menge M. Als Abschwichung definieren wir
d, (M) = inf d(Y, M).

Y Cspan(M),dim(Y)=n

Bemerkung;:

e Dies sind also Mafe fiir die Bestapproximation durch lineare Unterraume.

e Es gilt trivialerweise

do(M) = do(M) = sup [Jv]],

veEM
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dp(M) < d,(M)Vn € N
und falls ng := dim(span(M)) < oo, so d,(M) = d,(M) = 0Yn > ny.

o Fiir M := {u(p)|p € P} € X mit u Lsg von (P) und uy(p) Lsg. von
(Py) gilt also

YW lun (1) — v|| < dy (M) sup )

a(p) vexy uep \| a(u)
Falls also dy (M) klein und 7/a beschrinkt so RB-Fehler klein.

[lun (p) = w(p)l| <

e Prizise Werte fiir d,, sind selten bekannt. Fiir endliche Mengen oder Ein-
heitskugeln kénnen aber exakte Werte oder Schranken fiir d,, angegeben
werden.

e Beispiel: M = {v € X]|||[v|| < 1} erfiillt d, (M) = d,(M) = 1 fiir alle
n < dim(X) und d,(M) = d,(M) = 0 fiir n > dim(X).

e Beispiel: M :=[-1,1]" C X := R™ erfiillt d,(M) = d,(M) =+/m —n
fir alle n < m und d,(M) = d,(M) = 0 fiir n > m.

4.2 Fehlerfreie Approximationen

In speziellen Fillen kénnen RB-Réume angegeben werden, welche fehlerfrei
sind

Lemma 4.2 (Optimales Xy fiir Komposit-Block):

Sei ein Komposit-Block aus Beispiel 2.17 gegeben mit p = 2, P = [f4nin, /Lmax]2 C
R+7 Q= (07 1)27 Ql — (07 1) X (07%)7 QQ = (07 1) X (%7 1)7 FD - [07 1] X {0}7
'y = [0,1] x {1}, Iy := 9Q\(I'p UT'n1). Dann erfiillt der Lagrange RB-
Raum XN = Span{u((umim Mmin)T>7 u((:umaa:a ,umm)T)}

inf [Ju(s) = vll = inf [lJu(un) ~ vlll, =0 VueP

veEX N

Beweis: Ubung ]

Lemma 4.3 (Optimales Xy fiir parameterunabhéngiges b):
Sei b nicht parameterabhéingig, f separierbar parametrisch mit )y Kompo-
nenten und ', ..., pu% € P mit {f(; /ﬁ)}?:fl C X linear unabhéngig. Dann

erfiillt der Lagrange-RB-Raum Xy := span{u(u’) ZQ:fl

dim Xy = Qy undinf |lu() — ol = inf [lluls) ~ vlll, =0 Vu P
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Beweis: Ubung. ]

4.3 Asymptotische Approximationsaussagen

Satz 4.4 (Fink und Rheinboldt 1983 [FR83|: Lokale polynomiale Konver-
genz):

Sei u’ € U € P C R und wu(y) analytisch in Umgebung U. Sei X 0 der
Taylor-RB-Raum fiir £ € N. Dann existiert ein Bs(u) € U und C > 0, s.d.

inf |lu(p) — ol <C-|p—p’"™ Ve Bs(u')
’UGXk,uO

Beweis: Taylor-Entwicklung

=0 1 ‘
u(p) = Z@MU(MO)-Z.—!(M—MO)Z

1=0

k

’L

Sei § < 1s.d. Bs(u’) Cc U und C" := sup,\
Dann gilt fiir 4 € Bs(p):

Fu(u?) - 1| < o0

lwr(p)|] < —IHM pl =D
i=k+1

0o . 1

< O u—pl)T <0

— — . 0
ol 1 — | — p
1

< O— = C

= Y15

Damit gilt wegen vy (1) € Xj, 0

ey () = vl < [fulre) = vkl = [Jwi () (u = w®) | < Ol — p1

[]

Satz 4.5 (Maday & et al 2002 [MPT02]: Globale Exponentielle Konvergenz):
Sei P = [Mminaﬂmam] C R™ mit 0 < Homin < 17,umax = l/ﬂmina b(uav;ﬂ) =
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pb' (u, v) + b*(u,v) und f nicht parametrisch mit a := Inf=e= > 2 gegeben
und Ny :=14 |2ea +1].

Zu N € NN > 2 seien figm = pt < ... < p = jine logarithmisch
aquidistant, d.h.

- o In(pmaz) — In(pmin)
+1y ] iy — max min
) — In(u') N1
und Xy := span{u(u')}Y | der zugehorige Lagrange RB-Raum.
Dann gilt

In(p

) = un ()]l
()]
Beweis: Siehe Prop. 3D in Patera und Rozza 2006 [PRO7] O

<e Mol YueP,N>Ny
Bemerkung:

e Beispielsweise ist der Satz erfiillt mit einem beliebigen Komposit-Block
aus Bsp. 2.17 aus 2 Teilgebieten, bei dem ein Warmeleitkoeffizient auf 1
fixiert ist.

e Verallgemeinerungen fiir multi-Parameter Szenarien sind in Arbeit.

Korollar 4.6 (Globale Exponentielle Konvergenz des Approximationsfeh-
lers):
Mit Satz 4.5 gilt insbesondere mit C' > 0 unabhéngig von N

inf [y )—v||<C-e N1 YueP,N>N,
S

Beweis: Analog zu Satz 3.4 gilt ||u(p)|| < ﬁHf(,u)HX, also gilt fiir die
Energienorm

G el S VAl < Y29 500 < ¢

alp)
mit C' := sup, WHf(,u)H Also
i [lue) — ol < Jat) — un()ll ' 2= lute) — uv(lllgf ol
= § = Val) Ml
o M@l 5 €
V) — Va(w)
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Kapitel 5

Basiskonstruktion

5.1 Motivation fiir Snapshot-basierte Verfahren

Gemaf Kapitel 4 existieren Konstruktionsverfahren fiir fehlerfreie Approxi-
mationen nur fiir einfache Probleme. Daher sind empirische Verfahren erfor-
derlich, welche in der Praxis gute Fehlerkonvergenz aufweisen.

Ziel:

e Bestimmung eines ,,méglichst guten RB-Raumes Xy = span{u(u')} C
X mit Basis &y welche M := {u(p) | u € P} global approximieren.

e Optimales Xy: formalisierbar durch Minimierung eines Funktionals, z.B.
minimiere den maximalen Energiefehler

min  max|[fu(p) — un ()],
dimY=N

oder Minimieren des mittleren Projektionsfehlers

min [ [Ju(p) — Pru(u)||dp (5.1)

e Gute Basis ®y: orthogonal fiir numerische Stabilitat, Hierarchie, so dass
Basisvektoren nach Relevanz geordnet sind, d.h.
Xy :=span{p1, ..., on} Sequenz von optimalen Rdumen fiir 1 < N’ <
N, damit N’-Variation eine Fehlerkontrolle erlaubt.

Numerische Behandlung:

49
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e . Diskretisierung des Parameterraumes®: Wéhle endliche Teilmenge
Sirain = {1'}_; C P von Trainingsparametern welche Trainings-Snapshots

Myyain = {u(p) |t € Strain} C M definieren.

e Schrénke Optimierungsproblem auf Sy, ein, z.B. statt (5.1)

2

min ZHU — Pyu(pd)||

YcX n
dimY=N =1
e Optimierung iiber Teilrdume ist moglicherweise ,teuer, daher even-
tuell weitere Vereinfachung (,Approximation“ der Optimierung, Feh-
lerschétzer statt Fehler)

Definition 5.1 (Gram-Matrix):
Sei X HR, {w;}l; € X. Dann ist die Gram-Matrix definiert als K :=
((U’“U’J))z,jzl S Rnxn

Lemma 5.2 (Eigenschaften von K):
Sei K Gram-Matrix von {w;}!"; C X. Dann gilt:

i) K ist symmetrisch und positiv semidefinit.
ii) Rang(K) = dimspan{u,}?,
iii) {u;}7 ; linear unabhéngig < K positiv definit

Beweis: Ubung [

5.2 Gram-Schmidt

Definition 5.3 (Gram-Schmidt Basis):
Sei X HR, {u;}?; C X linear unabhéngig. Dann ist fir 1 < m < n die
Gram-Schmidt Basis ®arm = {¥1,- - -, @m} definiert durch

m—1
B = U — Y (i, 1)@
=1
. Pm
om =
Jrzl

und Xgprm := span(®gr.,) bezeichnet den Gram-Schmidt RB-Raum.
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Lemma 5.4 (Eigenschaften von ®gp .y ):

i) @GRy ist Orthonormalbasis
ii) Xgrm = span{u;};,
Beweis:

i)

Vi P (%, %)
(i, pi) = ( — ,T> ~ =2
il [Iil [zl

Orthogonalitdt per Induktion: Induktionsschritt: Sei (¢;, ;) = 0 fiir alle
j < 1. Dann gilt fiir j <7+ 1
(i+1)—1
(@it 05) = (wit1,95) Uiv1, k) (ks ©;5)
T il

=6k;

= (Uit1,¢5) — (Uiy1,5) = 0.
Also auch (pit1,¢;) = 0.

ii) ,C* klar nach Konstruktion
, 2 folgt durch Dimensionsbetrachtung

dim span{y;}/", =m " dim spanq{w; }i* 4

iii) nach ii) ist u; € Xgrm,7 < m

Satz 5.5 (Berechnung von ®gp,, iiber Gram-Matrix):

Sei X HR, {u;}i; C X linear unabhiingig, K = ((u;, u;));;—; Gram-Matrix
mit Cholesky- Zerlegung K = LLT mit L untere A-Matrix mit positiver Dia-
gonalen. Setze A = (a;;)};—; = (L)~ Dann ist die Gram-Schmidt-Basis
Parn = {©1,. .., pn} dquivalent berechenbar durch ¢; = S>7_ a;u; fiir alle

1<j<n.

Beweis: = Ubung. [
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Bemerkung:

i) Obiger Algorithmus liefert eine orthonormale Basis, garantiert also Sta-
bilitdt des RB-Verfahrens geméfl Satz 3.6.

ii) Es existieren nur ,triviale“ Approximationsaussagen aus Lemma 5.4 iii).
Fiir Teilbasis ®qgr.m = {¢1,...,pm} werden Snapshots {u;}", perfekt
approximiert, iiber {w;}?, ., weil man nichts; schlimmstenfalls sehr
schlechte Approximation.

iii) Die Basis héngt von der Reihenfolge der Snapshots ab, was nur Sinn
macht, wenn die {u;} eine natiirliche Reihenfolge besitzen.

iv) GS-Orthonormalisierung haufig als ,, Post-processing® fiir anderweitig er-
zeugt Basis, z.B. Greedy-Search Basis, Abschnitt 5.4.

5.3 Proper Orthogonal Decomposition (POD)

Satz 5.6 (POD Basis):
Sei X HR, {u;}?; € X. Dann ist der Empirische Korrelationsoperator R
definiert durch

n

Ru = — 79 7 fi X
= ;(u w)u;  fiir u €

Es ist R € K(X) und es existiert orthonormale Menge {@;}, von n’ < n
Eigenvektoren zu reellen Eigenwerten A\ > A\o... > A,y > 0 mit

Ru = Z Ai(@i, w)p; (5.2)
i=1

Fir 1 < m < n' definieren wir ®pop,, = {¢i}/"; als POD-Basis und
Xpop.m = span(Ppop.,) C X als POD-RB-Raum.

Beweis: R ist linear und beschrénkt durch ||R|| < =3 ||;||* und hat end-
lichdimensionales Bild, also ist R kompakt. R ist selbstadjungiert, denn (Ru,v) =
L5 (wi,w)(ui, v) = (u, Rv) also existiert nach dem Spektralsatz, Satz 2.6,
ein entsprechendes endliches Orthonormalsystem, das (5.2) erfiillt. Dieses

kann insbesondere nicht unendlich sein, da Bild von R endlichdimensional
ist. []
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Bemerkung:

Die Projektion X — Xpop,, wird in der statistischen Datenanalyse auch
Hotelling- Transformation, Principal Component Analysis (PCA ) oder Karhunen-
Loeve Transformation genannt.

Illustration, Abb. 5.1:

i) {p;}7, ist orthonormale Basis fiir span{u;}?, nicht eindeutig (Spiege-
lung).

ii) ¢7 ist Richtung hochster Varianz von {u;},
2 ist Richtung héchster Varianz von {Py. = u;}, etc.

iii) Die Koordinaten der Daten bzgl. der POD-Basis sind unkorreliert.

iv) {¢;} und{y/\;} sind die Hauptachsen bzw. Achsenabschnitte des Ellip-
soids (u, R71u) = 1.

v) Falls X = R und {u;}" , normalverteilt mit Mittelwert 0 und Kovari-

i P .
anzmatrix Y so R — X fir n — oo

A span{u;} C X

Abbildung 5.1: POD: Ellipsoide aus Kovarianzoperator

Satz 5.7 (Berechnung von ®pop,, iiber Gram-Matrix):
Sei X HR, {u;}i_; C X und K = ((u;, u;));;—; die Gram-Matrix. Dann sind
aquivalent:

i) p € X ist Eigenvektor von R zu Eigenwert A > 0 mit Norm 1 und einer
Darstellung ¢ = >~ a;u; mit a € Kern(K)=.
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ii) a = (a;)I; € R" ist Eigenvektor von %K zu A > 0 mit Norm \/%TA
Beweis: ii) = i)

Sei @ EV von K zu EW X > 0 mit [[a]| = }m also

5

1
Aa = —Ka
n

Multiplikation der i-ten Komponente mit u; und Summieren ergibt

n

n n 1
Zz:; ui/\ai = ; ulﬁ Z(Ul, uj)aj

j=1

Mit ¢ := > w;a; gilt also
Ao = 53 uiunp) = B
- - Ui\ U, =
' n 4= ¥ '

also ¢ EV von R zu EW A. Fiir die Norm folgt

H90H2 - (Z AU, Z Cbﬂj) = Z a;aj(ui, uj) = a' Ka=a'n)a
i=1 j=1
1
V Y

K ist symmetrisch, also existiert vollstdndiges Orthonormalsystem von Ei-
genvektoren. Kern(K') wird aufgespannt von Eigenvektoren zu Eigenwert 0,
also a L Kern(K), da a EV zu A > 0.

i) = ii):

Sei ¢ FEigenvektor von R zu EW A > 0 und ||¢|| = 1. Sei @ € R"” mit
@ =Y _a;u; (existiert, weil ¢ € Bild(R)). Verschiebungen von @ um Vektoren
a’ € Kern(K) erhalten ¢:

= n\|a|]* = nA =1

n

@ = Z(ai +ad)u; = (' ug) = (Z aiu;, ug) + (Z adu;, uy)

i=1 i i
= (pu) + ) af(ui, w)
i

A >

=K-a°=0

Wihle speziell a := @ — Pa, P orthogonale Projektion auf Kern(K), also
a € Kern(K)*, Pa € Kern(K) = ¢ = > /' @u; = y ., au;. Da ¢ EV zu
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A >0 gilt
—Z uz,z:aﬂg7 = )\Zajuj
7=1

Testen mit wu;, liefert

— g (wi, uj)aj(u;, ug) —)\g a;(u;, ug)
2] 1 =1

~" ~"

(K*a)y, (Ka)y,

Also %KQCL = Ka, also Ka EV von %K zu EW A. Dann ist schon a EV, da
a € Kern(K)*:
Sei a = >_"" | pia’ mit ' EV von %K zu A\ >0
/ . 1 / .
:>K — : Z)\Z Z:>—K2 — 2)\2 ¢
Ka n;u a n_a niz_l:ﬂ ‘a
Damit Ka EV muss also p; = 0 fiir \; # A sein

=aq= Z ,uiai:%Ka: Z,ui)\@ai:A-a

3

Wie im ersten Teil gilt fiir die Norm:

1=l¢|]* = a"Ka =nxa"a = n)||a]|* also ||a]| =

1
vn\

Bemerkung:

Falls X endlichdimensional mit dim X = H, kann daher die POD entweder
als teures Eigenwertproblem fiir R in X (Komplexitit O(H?)) oder, meist
giinstiger, als Eigenwertproblem fiir K (Komplexitit O(n?)) ermittelt wer-
den. “Method of Snapshots” oder “Kernel PCA”.

Die POD kann manchmal auch iiber eine Singuldrwertzerlegung der Koeffi-
zientenmatrix berechnet werden:

Lemma 5.8 (Berechnung fiir X = R iiber SVD):

Sei X =R7, U = [uy,...,u,] € RT*" Snapshotmatrix mit Rang n’ und U =
OSVT eine (verkiirzte) Singuldrwertzerlegung mit ® € R¥ 7' orthonormale
Spalten, S = diag(oy,...on) € R"*" und V € R™™ orthonormale Spalten.
Falls 01 > 09 > ... > 0 echt fallend, so ist Ppop,» = P.
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Beweis: Sei ® = (71, ...,%,). Nach Definition gilt Ru = %UUTu,Vu e X.
Damit ist p; Eigenvektor von R:

1 1 1
Rp; = -UU'G = —0SYVTVST oG, = —675..
90 n 90 n v SO nO-Z QDZ

:Inl :ei

Die Eigenwerte 102 sind monoton fallend, also identisch sortiert wie Spek-

tralzerlegung von R, d.h. —0' = \; und @; = ¢; oder p; = —;. []

Satz 5.9 (Approximationsfehler fiir Xpop ,):
Sei X HR, {u;}!; C X Teilmenge und fir Y C X Teilraum sei der mittlere
quadratische PrOJektlonsfehler definiert durch

1 n
= _ZHUZ —PyuiHQ.
nizl

Dann gilt fiir den POD-RB-Raum Xpop ,,, geméf Satz 5.6
J(Xpopm) = Z Ai
1=m+1
mit {)\;}7_, Eigenwerten von R.

Beweis: Sei ¢ = {¢1,...,1,,} orthonormale Basis von Y. Dann folgt

m 2
J(Y) = —ZHUZ Pyu||* = ZHUi—Z(%%‘)%’H
i—1 =1
= _ZHU7| __ZZ UMDJ + — ZZ Uz,% Uu¢k>(¢j7¢k)
1=1 j=1 1=1 j5,k=1 _]k

= —ZH ill° ——ZZ ui, ¥)°

1=1 j=1

Wegen u; € Bild(R) = Xpop . ist

n/

n/
2
- ngj(gpjﬁui)’ [Ju||* = Z(ijaui)Q
j=1

j=1
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also der mittlere Projektionsfehler

J(Xpopm) = %22(%,%)2— %22(%%)2
1= 1= 1= 7=
= _Z Z (Spjauz
P —

= Z (% Z(Wjaui)uivspj)

j=m+1 1=1

= > (Rgj.¢j) = Z Nilei ) = D A

j=m+1 Jj=m+1 Jj=m+1
]
Satz 5.10 (Bestapproximation durch Xpop,):
Unter allen Rd&umen der Dimension m ist Xpop , bzgl. J optimal.
J(Xpopm) = Jnf J(Y)
dimY=m
Beweis: Ubung ]

Bemerkung:

i) POD liefert also orthonormierte Basis, garantiert Stabilitiat des RB-
Verfahrens, Satz 3.6.

ii) Es existieren Approximationsaussagen bzgl. mittleren quadratischen Feh-
ler, Satz 5.9, sogar Optimalitéit nachweisbar. Die POD Teil-Basen ermoglichen
eine Approximation aller Snapshots mit Fehlerkontrolle.

iii) Die Basis héngt nicht von der Reihenfolge der Snapshots ab.

iv) Die POD-Basisgenerierung kann auch zur Erweiterung einer gegebenen
ONB & verwendet werden, indem {w;}!" , zundchst beziiglich & ortho-
gonallslert werden zu {a;}j_; mit @; := Uu; — Pian(@)u; und eine Basis
P pop,m hierfiir berechnet wird. Dann ist ® U P rop.m neue ONB.

v) Die POD-Teilbasen sind Hierarchische Basen, d.h. ®,, C ®,,,;.
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5.4 Greedy Search

Definition 5.11 (Basis durch ,Greedy Search®):

Sei X HR, Siyain = {p'}"; C P Menge von Trainingsparametern. Sei A(Y, i) €
R* fiir TeilrAume Y C X und Parameter 4 € P und &, > 0 eine Fehler-
toleranz. Die Greedy-Basis ®qrp m, Greedy-RB-Raum X¢rpg,, und Sample-
Menge S,, fiir m = 1,..., N sind iterativ definiert durch

XGRE,O = {0}, S() = @,m = 0, (I)GRE,O = .

Solange ¢, = max A(XGREm: 1t) > €tol
,U/e train

m — m+1
i, = argmax A(Xcrmm 1, 1)
Smi= Sm-1 U{m,}
Om = ullty,), PerEm = ParEm-1 U {Pm}
XgrEm = XGREm-1+span(y,)
Setze zuletzt N :=m.

Lemma 5.12 (Fehlerindikatoren, Terminieren der Suche):

i) Falls fiir alle p € P, Y C X gilt
u(p) €Y = A(Y,p) =0
so terminiert obiger Algorithmus mit N <n und

max A(Xgren, i) < Eto
Mestrazn

ii) dies erfiillen z.B.

AY,p) = fu(p) = un(p)l]

[lu(p) = Pyu(p)]]
AY,p) = AY(w)

b

=

=
I

oder andere Fehlerschétzer aus Satz 3.13, wobei Xy =Y gesetzt wird.

Beweis: Sieche Ubung. [



5.4. GREEDY SEARCH 29

Lemma 5.13 (Fehleraussage):

Fur

llu(p) — uns(p)|] oder Ay als Fehlerindikator gilt fir 1 < N < N und

XN = XGrEN

max |[u() — uxo ()| < e
:uestrain

Beweis: Klar nach Konstruktion, da ||u(p) — un(p)|| < A(Xgren, p) O

Bemerkung;:

i)

ii)

iii)

iv)

v)

PrEm ist eine Lagrange-RB-Basis zur Sample-Menge S,,, i.A. nicht
orthonormal, kann fiir numerische Stabilitdt mit Gram-Schmidt ortho-
normalisiert werden.

Die ,,Greedy Search® ist also ein akkumulatives Basisgenerierungsverfah-
ren, welches iterativ den ,schlechtest“-aufgelosten Parameter ), wahlt
und u(p),) berechnet und als neuen Basisvektor wéhlt. insofern kann
dies als approximative Losung des Optimierungsproblems

min max A(Y, u)
YCX  ueP
dim Y=N
interpretiert werden: statt maximieren iiber P maximieren iiber Si.qin,
statt minimieren iiber ¥ C X, dimY = N ~» iterative Sequenz von

Raumen Y = Xgrem.

,Greedy“ Algorithmus ist hervorragendes Einsatzfeld fiir Fehlerschétzer
aus Satz 3.13: A(Y, ) kann sehr schnell fiir alle p € Syqin ausgerechnet
werden ohne dass Berechnung aller u(u) erfolgen muss (im Gegensatz zu
POD, Gram-Schmidt oder Greedy mit X-Norm oder Projektionsfehler
als Fehlerindikator). Dadurch kénnen sehr grofie Mengen Sy C P
gewéhlt werden. Dies erhoht die Erwartung, dass ®gre v auch fir neue
Parameter j1 € P\ S qin eine gute RB-Approximation liefert.

Man kann eine Greedy-Search auch zur Erweiterung einer vorhandenen
Basis ® C X verwenden.

Ist Sirain zu klein, kann das RB-Modell Overfitting aufweisen, d.h.

sup |[u(p) — un(p)l] >> €.
nepP
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vi)

vii)

viii)
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Man kann als Verbesserung das Verfahren zu einer adaptiven Methode
erweitern, indem die Sj..;,-Menge schrittweise verfeinert wird in Para-
meterbereichen, die schlecht aufgelost sind. (Adaptive Parameter-Gitter,
»Multi-Stage Greedy*)

Anwendung des ,,Greedy“ Algorithmus mit e3, oder A%, Afv’rel als Fehler-
indikator kann eine sehr kleine Basis erzeugen, welche die Ausgabe gut
approximiert. Die Losung w(p) ist dann nicht unbedingt sehr gut ap-
proximiert. Bei Verwendung von ey oder Ay, AL, ASP, A%L’Tel als Feh-
lerindikator wird i.a. eine grofle Basis erzeugt welche dann sowohl die

Feldvariable u(u) als auch die Ausgabe gut approximiert.

Die Greedy-Basis hdngt meistens nicht von der Reihenfolge der Snaps-
hots ab, nur falls zufillig der maximale Fehlerindikator fiir mehrere
Snapshots realisiert wird gibt es eine Uneindeutigkeit des arg max, bei
der ,,Wahl“ eines maximierenden Elementes kann also die Reihenfolge
eine Rolle spielen (,wéhle erstes Snapshot, das maximalen Fehler er-
zeugt").

Die Greedy-Suche erzeugt eine hierarchische Basis, welche nichttriviale
Fehleraussagen erlaubt: Fiir 1 < N’ < N gilt nach Konstruktion unter
Verwendung von A(Y, p) := [|u(p) — uns(p)|| oder A(Y, ) := An/(p)

max |ju(p) —un(p)]| < en
/ffestrain

Satz 5.14 (Konvergenzraten fiir Greedy-Verfahren [BCD*10]):
Sei M = {u(p)|pn € P}, P kompakt, und es gelten die Voraussetzungen von
(Pn). Sei oy = max,ep Ay (p) fiir N € N.

i)

ii)

(Algebraische Konvergenz) Falls d,,(M) < Mn™¢ fiir gewisse a,, M > 0
und alle n € N, und dy(M) < M dann gilt

op < CMn % n>0
mit geeigneter (explizit berechenbarer) Konstante C' > 0.

(Exponentielle Konvergenz) Falls d,,(M) < Me " fiir n > 0, M, a,a >
0, dann gilt
o, < CMe™ 0 >0

fiir §:= a/(a+ 1) und geeigneten (explizit berechenbaren) Konstanten
c,C' > 0.
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Bemerkung:

e Das Greedy-Verfahren ist also hochstens um einige Konstanten schlech-
ter als die Bestapproximation mit linearen Unterrdumen.

e Das obige ist also eine Art “idealisiertes” Greedy-Verfahren (Suche {iber
P statt endlicher Teilmenge). In derselben Arbeit wurde auch ein dhnliches
Ergebnis (“Robustheit”) angegeben, welches algorithmische Approxima-
tionen beriicksichtigt.
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Kapitel 6

Allgemeine Parameterabhingigkeit

6.1 Empirische Interpolation (EI)

Motivation:

e Kapitel 3 zeigte Wichtigkeit von ,separabler Parameterabhéngigkeit® fiir
effiziente Offline/Online Zerlegung und Glattheit der Losung bzgl. p.

e Gesucht ist daher ein Approximationsverfahren fiir parametrische Funk-
tionen g : {2 X P — R der Form

g(a; 1) = Du(g(5 ) (@) = Y 0 (u)g™ (x)

mit skalaren Funktionen ©f(x) und einer “kollateralen Reduzierten Ba-
1Q? . m\ M
sis” Q= 1{9"}o_4

e Statt allgemein approximierende Radume (zu hohe Dimension) oder Taylor-
Ansatz (nur lokale Approximation) wird wieder ,Snapshot“-basierter
Ansatz gewahlt, d.h. Qy; C span{g(;u) | 1 € Strain C P}

e Die ,Empirische Interpolation® ist eine Méglichkeit. Details zu dem Ver-
fahren finden sich in [BMNP04, MNPPOQ7]

— Y. Maday, N.C. Nguyen, A.T. Patera, G.S.H. Pau, A general, mult:-
purpose interpolation procedure: the magic points, Preprint RO7037,
Laboratoire Jaques-Louis-Lions, Université Piere et Marie Curie,
Paris, 2007

63
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Definition 6.1 (Empirische Interpolation):
Sei G C C°(Q,R) Menge von zu interpolierenden Funktionen. Fiir M €
N, M < dim(span(G)) definieren wir rekursiv die Interpolationspunktmenge

Tv C Q und Kollaterale Reduzierte Basis Q) C span(G):

M=1: ¢ = argmax]||g||,
geG
Ty = argm?ig@(a?)\, Ty = {x1}
xre
g = @/q@(x), Qi:={q}
M>1: ¢y = argmax||g — Iy—1(9)|]
geG
rar = G — Iav—1(qur)
xy = argmax|ry(x)|, T :=Ty-1U{zn}

ref)

qu = ra/ra(xar), Qur = Q-1 U {qur}

wobei I : C°(Q,R) — span(Qys) den Interpolationsoperator zu den Inter-
polationspunkten Ty; bezeichnet, d.h. Iy/(g)(z;) = g(x;) Vg € C°(Q,R),i =
1,.... M.

Bemerkung:

i) In der Praxis werden die obigen Optimierungsprobleme zur Bestimmung
von ¢, und x,, durch eine einfache lineare Suche realisiert, indem end-
liches 2 und G gewéhlt werden.

ii) Es sind Mehrdeutigkeiten von §,, und x,, méglich, welche im Fall Q, G
endlich durch eine Aufzéhlung der Mengen und ,, Wahl des Maximierers
mit kleinstem Index“ eindeutig werden.

iii) Die Basis Qs ist weder orthogonal noch nodal, aber hierarchisch, d.h.
Q-1 C Qyr und die Basisfunktionen sind beschrinkt durch

1 = gn(zm) > sup |gm(z)|.
xef)

Fiir analytische Untersuchungen wird spéter die nodale Basis &y, C
span(Qys) zu den Knoten Ty, betrachtet, welche jedoch nicht mehr hier-
archisch ist, d.h. &1 & &y
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iv) Die Erzeugung von @y, und Ty, kann als ,,Greedy* Minimierungsalgo-
rithmus zur Minimierung von

min max||lg— I
X Cspan(G) geG Hg M(g)Hoo
TvCQ
[T |=M
interpretiert werden. Es kann jedoch kein monotoner Fehlerabfall garan-

tiert werden.

Lemma 6.2 (Berechnung der Interpolation):
Seien Ty = {x1,..., 20}, Qum = {q1,- .-, qu} gemidll Konstruktion aus Defi-

nition 6.1 gegeben. Dann ist die Matrix @, = (qj(xi))%zl e RM*M yntere
Dreiecksmatrix mit 1 auf der Diagonalen, also regulir. Sei g € C°(Q, R), 9y =

(g(x:), € RM und oy = (o)7L, € RY Lésung von

QMQM =9y

Dann ist die Interpolierte von g gerade

In(g) = Zoéi% (6.1)

Beweis: Seien i, =1,..., M:
i=j: Qi = ailw) =ri(x:)/ri(z;) =1

i @ = am) = i) =0,

rj(z;)

weil ri(z;) = ¢;(z;) — 1;-1(¢;)(z;) = 0, da I,_; Interpolierende zu 7}_; und
z; € Tj—1. Also (), untere A-Matrix, 1 auf der Diagonalen. Fiir (6.1) reicht
es zu zeigen, dass beide Seiten in den Punkten T}, iibereinstimmen:

M M
- g = Y (@) = (g, = 9lwd) = Iu(g) (a).

Beispiel 6.3 (EI fiir Polynome):
Sei G = {1, x, 2%} Monome auf 0 = [~1,1], siche Abb. 6.1. Dann ist

G := arg max |g]|. beliebig, z.B. ¢;(z) =1,
ge
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und

xr1 = argmax | (z)| beliebig, z.B. z; = —1.
x€ef

Somit ergibt sich ¢;(z) = ¢i(z)/q1(x1) = 1.
Dann ist

G 1= argr;gl\g — L9l =2 ro=0@—L({)=c+1,

7y = arg max |ra(z)] = 1
e

und es ergibt sich go(z) = ro(z)/ra(22) = 3(x + 1).
Schlieflich ist

@ = argmax|lg — Io(g)ll. = 2, ry(r) =2 — L(g) =2" — 1,
x3 = arg max |rs(x)| =0

ref)

und es ergibt sich g3(x) = r3(z)/r3(z3) = 1 — 22

i [ 2"l | ll2" = L)l | [l2" = ()]l |
0 1 0 0

1 1 2 0

2 1 1 1

interpolation basis QM

-0.8| -0.8| —
1

J—

-1+ — 2 -1f —
1

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L T
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 6.1: EI von 3 Polynomen.

Groferes Beispiel: G = {27}, siche Abb. 6.2. Erkenntnisse:
e alle ¢; beschrankt ||¢l|,, =1
e ¢i(z;) =0 7 < j wegen Interpolation

o gi(z;) =1
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to be interpolated functions
T T T

_ L L L L L L L L L _ L L L L L L L L L
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

interpolation points T, interpolation points acos(TM)

1 o2p
oBO000 OO O O O O 00 0O o0 o0 0o O O O O O O0o0aH ¢ OO0OO0OO0OO0OO OO0 O 0O0OOOO0O 0OOOOODO OO0 OOO 4

1 -o02r

L L L I I I I I I L L L L L L
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.5 1 15 2 25 3

Abbildung 6.2: Empirische Interpolation fiir Polynome

o cos }(Tyy) ist etwa , Aquidistant*

e T}, approximieren die Chebyshev-Knoten, die fiir polynomiale Interpo-
lation als beste Wahl bekannt sind!

= T sind sogenannte , magic points®.
6.2 Eigenschaften der EI

Satz 6.4 (Lebesgue-Konstante):

Sei Iy : CU(Q,R) — Xy = span{& Y, € CY(Q,R) Interpolationsoperator
zu den Punkten {z;}M, € Q und {&}M, eine nodale Basis, d.h. &(z;) =
8ijs Ing = SoM u(x;)&. Dann ist Ay := max, g S i, |&(x)| die Lebesque-
Konstante der Interpolation.

i) Es gilt

= Tl < (1+ ) inf [ju—vll, Vu e CO@LR).

ii) Fiir die Empirische Interpolation gilt

Ay <2M —1.
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Beweis:

i) Seiu € CO(Q,R),z € Qund v = a;& € Xy Dann ist

M M
ju(z) — I (u)(z)| = [u(z) - Zazfz +ZCLZ€@ ZU(%)&(JJ)\
g(,)_/ =1 —— .

< u(z) \HZ& i — ()] (6.2)

Fiir den letzten Term gilt wegen {¢;} nodal:

D6~ ula)] = 16 0 () - )
< Zm ) o) = u(a)

IA

Zm )l = oll..

maXZI& ) u = ]|

IA

Also fiir (6.2):
u(z) = In(u)(2)] < [lu = vf| + Aarllu = vl|
Nach Infimum iiber v € X, und Supremum iiber x € 2 folgt i).

ii) = Ubung.

Bemerkung:

Obige Abschétzung ist sehr pessimistisch, in der Praxis werden meist besse-
re Lebesgue-Konstanten beobachtet, jedoch ist die Schranke scharf, d.h. es
existieren Beispiele mit Ay = 2M — 1.

Satz 6.5 (Exponentielle Konvergenz des Interpolationsfehlers):
Falls es eine Sequenz von exponentiell approximierenden Unterrdumen gibt,
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dh. Zy C Zy C ... C Zy C ... Cspan(G), dim Zy; = M und existiert ein
c¢>0,a>log(4) s.d.

H%f Ju—v||l, <c-e*™ YueG MeN

ve
Dann findet der EI-Basiskonstruktionsprozess aus Definition 6.1 ,,fast so gute“

Raume, indem
= Tnr(w)||,, < c- e (o lord)M

Beweis: Siche Maday et al. [MNPPO07]. O

Bemerkung;:
Anschaulich ist die obige Forderung an die Daten eine ,, Beschranktheit durch
eine Miisli-Packung*, einem Polytop mit exponentiell abnehmenden Seitenldngen.

Satz 6.6 (A-posteriori Fehlerschitzer fiir EI):

Seien Iys, Iy : C°(Q,R) — span(G) El-Operatoren fiir M’ > M, Qy C
Qur = {gi}), Ty C Tap = {wi}}h. Sei Q = (gj(x:)Mi_yryy- Fir g € G
sei g’ = (g(x;) — IM(g)(:Ui))f‘iMH und o = {a} M/M+1 = Qilg’. Falls
g € span(Qyr), so gelten die folgenden a-posteriori Schranken fiir den In-
terpolationsfehler:

19— T (@)l < Aararoele) =1l = > Jall,

i=M+1
1/2
19— Du(@)ll 2 < Aararalg) == (@) Koa')”

/

mit KQ = (fQ C]in)%:Mﬂ-

Beweis: Nach Definition der EI gilt

ZOQQw IM’ Zaq“

mit Q, ay = gy und Qo = gur. Da @ oberer linker Block, () unterer
rechter Block von @ o und jeweils untere Dreiecksmatrizen sind gilt o; = a;
firi=1,..., M und

M M M
g—Tulg) = hurlg) = Iu(g) = Y ajas — Y gy = Y ajgs.
i=1 i=1

1=M+1
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Fiir die L>° Norm folgt

M’ M’
19— Iu(@lle < D lailllalle < D> l0il = Arrarso(9)-
i=M+1 i=M+1

da ||g;||, = 1. Fiir die L>-Norm des Interpolationsfehlers gilt

e 1/2
lg = Tar(9)ll= = aic | aigy | = Darara(9).
Q

i j=M+1

6.3 Anwendung fiir lineare RB-Methoden

Falls eine Linearform in (P) keine separable Parameterabhéngigkeit aufweist,
liefert die EI eine Approximation:

Definition 6.7 (EI fiir Funktionale):

Sei f(v;p) = [o9(z, p)v(x)de parametrische, stetige Linearform, g(-;p) €
C%Q,R). Wihle S;.qi, C P endliche Teilmenge, setze G := {g(-;u)|u €
Sirain t. Konstruiere El-Basis Q,, = {¢}}, und El-Punkte Ty = {z;}M,
gemaf Definition 6.1. Dann ist g(z; p) = 2%:1 O™ (u)g™(z) also

fosp) =

M=

0" (1) /Q P @)o(n)de = 3 0" () ()

m=1

mit Komponenten f”(v) und Koeffizienten ©™ (1)

)= [ @le)ds bow. (@), 0" (0) = Qa0

wobei g(u) durch lokale Auswertungen definiert ist

g(w) = (gl 1), - - glaar, w)"

Bemerkung:

i) Analoge Vorgehensweise bei Ausgabefunktional oder Bilinearform moglich,
anschliefend Offline/Online-Zerlegung nach Kapitel 3 realisierbar.
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ii) Die Fehlerschétzer aus Kapitel 3 sind mit EI im Allgemeinen nicht rigo-
ros, da der Interpolationsfehler zusétzlich beriicksichtigt werden muss.
Falls g(-, 1) € span(Qy) (starke Annahme), so sind Schétzer weiterhin
rigoros.
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Kapitel 7

Allgemeine lineare Probleme

7.1 RB-Verfahren fiir allgemeine koerzive Probleme

Definition 7.1 (Primal-Duales detailliertes Modell):

Sei X HR, P C R, b: X x X x P — R stetige, parametrische, koerzive
Bilinearform, f,[ : X x P — R stetige, parametrische Linearform. Dann
definieren wir die primale detaillierte Losung v (1) € X durch

b(u” (), vsp) = f(v;p) Vo eX

die duale detaillierte Losung u™ () € X durch

b(v, u™(p); ) = —l(v;p) Yo € X

und die Ausgabe
s(p) = L™ (p); p).-

Bemerkung:

i) Obiges umfasst nichtsymmetrisches b

ii) Koerzivitat garantiert Existenz und Eindeutigkeit der primalen und dua-
len Losung

iii) Das duale (oder adjungierte) Problem ist zur Berechnung von s(u) nicht
notwendig, jedoch muss u™(z) im folgenden RB-Verfahren approximiert
werden, um gute Ausgabeschétzungen zu erhalten.

73



74 KAPITEL 7. ALLGEMEINE LINEARE PROBLEME

iv) Falls b symmetrisch, [ = f = u"(u) = —u?(u), also duales Problem
tiberfliissig.

v) Ein Beispiel fiir koerzives, nichtsymmetrisches Problem: Advektion-Diffusion:
Sei Q C R% c € RY i > 0, finde u so dass

V- (cu) — pAu=01in Q, wu =0 auf 0.

= schwache Form: finde u € H}(2) mit
/u(g-Vv)Jr/,LLVu-Vv:O Vv € Hy(Q)
Q Q

vi) Literatur: [Rov03]
D.Rovas: Reduced Basis Output Bound Methods for parametrized PDE’s.
PhD-Thesis, MIT, Juni 2003.

Definition 7.2 (Primal-Duales RB-Modell):

Sei ein Problem gem#f Definition 7.1 gegeben. Seien XX, X4 C X zwei RB-
Riaume mit Dimension N?", N% ¢ N. Zu u € P ist die primale RB-Losung
uly (1) € X% definiert durch

buly (), v; ) = flvip) Vv e XY
die duale RB-Lésung u% (1) € X4 durch

b(v, uf (p); 1) = —l(v; ) Vo € Xy
und die RB-Ausgabe sy(u) € R

s (i) = L(ufy (1) — 17" (ufy' (1) )
mit primalen Residuum 77" (-; ) € X’
P (v p) o= f(v; ) = bluly (1), vs )

und dualem Residuum 7%(-; u) € X'

r®(v; i) == —1(v; 1) = b(v, u§f (u); )

Bemerkung:

i) Dimensionen N*", N meist unterschiedlich. X% durch Snapshots von
uP" (1) generiert, X4 durch Snapshots von u?(u), welche sehr verschie-
den sein konnen.
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ii) b symmetrisch, | = f = " (u®(u); ) = 0 also sy(u) aus Kapitel 3
reproduziert.

iii) Existenz, Eindeutigkeit und Beschranktheit durch Daten analog zu Satz
3.4. = Ubung.

iv) Numerische Stabilitat analog zu Satz 3.6, falls orthonormale Basen fiir
XN X du

v) Falls b asymmetrisch = Galerkin-Projektion keine orthogonale Projek-
tion mehr, aber Galerkin-Orthogonalitédt gilt weiterhin:

b(u () — uly (p),v;0) =0 v e XY
und analog fiir das duale Problem.
vi) Residuen sind wieder ,,rechte Seiten“ der Fehlergleichung
b(u”" (1) — iy (1), v; p) = 7" (v; )
und analog fiir das duale Problem.
vii) ,Reproduktion® von Losungen geméfl Korollar 3.8 gilt weiterhin.

viii) Offline/Online-Zerlegung folgt dhnlich zu Abschnitt 3.2 im Fall separa-
bler Parameterabhéngigkeit.

Satz 7.3 (Beschrianktheit durch Bestapproximation):

i) Fiir den Ausgabefehler gilt
[5(p) = s ()] = [b(u? (1) = uly (1), u™ () — uy ()]
< (e () = uly ()| [u® (1) = uf ()]

ii) Fiir den Fehler in primaler/dualer Losung gilt

prroN RICON
[[u?" (1) — uiy ()] < () UeXf%
(1)

u (p) — |

v(p
inf {Ju™ (1) — ||

u™ (1) — u
() = )] < B3 ing

Bewelis:
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|s(u) = sn(p)] = \l(um)—l( erTW( )|
= i’ =) + fluy) - (%ﬂw)l

[ = b(u” =y, u™) + b(u” — uly, )|

= | = b(u" —uly, u™ — uy)
< e — ] [Ju™ — uy].

ii) ,Lemma von Cea“

b(uf" — uly, " — uly) = b(uP" — uly, U —
e = ugl[ [[w”" =0l Vo e Xy

ol — |

VARVAN

Kiirzen und Infimum liefert Behauptung. Analog fiir duales Prob

Satz 7.4 (A-Posteriori-Fehlerschétzer):

Seien vl (1), v

\—b(upr uf, u™) + b(u? uf) = bluly, ufy)]

(7.1)

v)

lem.

[]

p) € X die Riesz-Reprisentanten der Residuuen und oz (1)

eine untere Schranke fiir die Koerzivitatskonstante von b(-, -; u). Dann gilt

)

W
el < 2% o o= LEUA

i) fiir den primalen Fehler e?"(p) := uf"(u) —

i) fiir den dualen Fehler e®(u) := u®(u) — u®(u

)
e < Adu . HU (:u)H
™) < Adp(r) o= 1L,
iii) fiir den Ausgabefehler
[log" 1] - o]

arp(p)

[s() = sn(p)] < Ax(p) =

Beweis:

ar(p)lle” (W|I* < b(e™, e ) = 17 (e”)
= (7€) <l |]e”]]

= Kiirzen liefert die Behauptung.
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ii) analog zu i)

iii)

(7'1) T U T U T u
() — sn(p)] =" (e e™)| = |[rP"(e™)] = |(vl", e™)]
. ey D o]
< [P |[e™ ] < ||| :
arp(i)

Bemerkung;:

i) wieder ,quadratischer® Effekt in der Ausgabeschranke. Dies liefert ein
Kriterium zum Verhiltnis von N*" und N9: Wihle diese so, das ||v?" (1)]|

und |[v?(u)|| etwa gleich grof.

ii) Offline/Online Zerlegung der Residuen und Fehlerschitzer analog zu
Kap. 3.

iii) Falls a(u) und somit app(p) sehr klein, so sind Abschéatzungen sehr
grob. Eventuell sind stiarkere Aussagen mit anderem Stabilitdtsbegriff
moglich: Inf-sup-Stabilitét.

7.2 Inf-sup-Stabilitat

Definition 7.5 (Inf-sup-Konstante/Stabilitét):
Seien X7, Xs HR, b : X7 x X9 — R bilinear und stetig. Wir definieren die
Inf-sup-Konstante

b
(= inf supM
a0 w0 |[ul] [[0]]

Falls # > 0 ist b inf-sup-stabil.

Bemerkung:
Es gilt immer 8 > 0.

Lemma 7.6 (Eigenschaften von 3/B):
Sei b(u,v) stetige Bilinearform und b(u,v) = (Bu,v) mit geeignetem B €
L(X1, X5) nach Satz 2.8. Dann gilt:
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i) B ist ,suprimierender Operator*
b(u, v b(u, Bu
o 2000) _ (. Bu)

Vu € X1\{0}
veXs [|Vlly,  [1Bully,

ii) 8 = inf,-o HH IIH also insbesondere 3 > 0

i) 7 = |1 Bul]

iv) Yu € X13v € Xy, so dass
Bllull vl < b(u, v).

Beweis:
i) “>* klar wegen Supremum. “<* Sei v € Xo\{0},u € X;\{0}
b(u,v) _ (Bu,v) _ [[Bull[Jv]| _ [|Bul| [[Bull

loll ol = el (1Bl
_ (Bu,Bu)  b(u, Bu)
|| Bull | Bul|

Also gilt dies auch fiir Supremum.

ii)

b i b(u, B Bu, B
B3 = infsup b(u, v) )infM:infw
w0y [[ull TJol] — wto [l [Bull — who [[ull [[Bull
B B B
_ 1Bull 1Bull _ [|Bul]
w0 |[u]| [|Bul] w20 |[ul|
iii) analog zu ii)
iv) Nach i) ist f = inf, 4 % Also fiir alle u € X;:
u, Bu
5= i = Blull 1Bul] < b, Bu)

mit v := Bu folgt die Behauptung, fiir u = 0 gilt Beh. sowieso.

Satz 7.7 (Eigenwertproblem fiir (3,~):

Seien X1, Xo HR, b : X7 x X stetige Bilinearform mit b(u,v) = (Bu,v) fir
B e K(Xi,X,), B* € K(X5,X1) und ¢ := o(B*B) das Spektrum von B*B.
Dann gilt
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i) (EWP-36): Vieodue Xy:
(Bu, Bv) = AMu,v) Yv € X3
ii) B> =info
iii) 72 = maxo
Beweis:

i) Seien (u,A) EV,;EW von B*B = (B*Bu,v) = (Au,v) Yv € X; =
(Bu, Bv) = Au,v)

ii) und iii) siche Ubung.

Korollar 7.8 (Inf-sup-Stabilitédt im Endlichdimensionalen):
Seien X; = R™, Xy = R". B € R m < n und b(u,v) = (Bu,v). Seien
{o;}*, Singuldrwerte von B. Dann

—1,...

ii) b inf-sup-stabil < B hat vollen Spaltenrang.

Bewelis:

i) bstetig und B, BT kompakt, da endlichdimensionale Bilder. Fiir (BT B) =
{o?} gilt mit Satz 7.7: 3* = inf (BT B) = mino?. Da 8 > 0,0, > 0 =
£ = min; o;.

ii) b inf-sup-stabil <& >0« Vi=1,...,m:0; > 0 < B hat Rang m <
B hat vollen Spaltenrang

[]

Lemma 7.9 (Beziehung zwischen Inf-sup-Stabilitdt und Koerzivitét):
Sei X HR, b: X x X — R stetige Bilinearform

i) Falls b koerziv = b inf-sup-stabil mit
a < .
ii) Sei b(u,v) = (Bu,v) mit B € K(X), b symmetrisch, koerziv = b inf-

sup-stabil mit

a=/[.
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Beweis:

i) ﬁ:infusupU% > infu% =a>0.

ii) Sei (u, \) EV,EW von (EWP-«) aus Satz 2.9, d.h. bs(u,v) = A(u,v)Vv €
X. Dann ist

(Bu, Bv) e b(u, Bv) i bs(u, Bv) (L) Au, Bv)

= MBv,u) = \b(v,u) "E" \by(u,v)
= A(u,v)

= A? ist EW von (EWP-03) aus Satz 7.7. Nach Satz 2.9 ist o EW von
(EWP-3) also
3 = info(B*B) < o?
mit i)

= 52 = o’

Daa,0>0=0=aqa.

7.3 RB-Verfahren fiir inf-sup-stabile Probleme

Inf-sup-Stabilitat garantiert Wohlgestelltheit von Gleichungssystemen im End-
lichdimensionalen:

Lemma 7.10 (Existenz und Eindeutigkeit und Stabilitét):
Sei b : X7 X X9 — R inf-sup-stabil mit Inf-sup-Konstante 8 und dim X; =
dim X5 < oo. Dann hat fir f € X}

b(u,v) = f(v) Yv e Xy
genau eine Losung u € X7, diese erfiillt ||u|| < %

Beweis: Sei b(u,v) = (Bu,v). Dann ist B injektiv, denn sonst ex. u €
X1\{0} mit

0 = Bu=0=(Bu,v) =b(u,v)Vv € Xs.
Nach Lemma 7.6 iv) gidbe es dann v € X5\{0} so dass
0 < Blull [[vl] < b(u,v) = (Bu,v) = 0 %
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Da dim X; = dim X, ist B auch surjektiv also invertierbar. Sei vy € X3 Riesz
Repréasentant von f, dann sind dquivalent

(Bu,v) = b(u,v) = f(v) = (vs,v) Yve Xy
& u = B_lvf

Letztes ist offensichtlich eindeutig l6sbar.

760 . . ||Bull .. |l 1B 0[]\ -t
B ="inf — inf — = [ sup = ||B7]
[l || B~ 1| v Y]
Sl < (1B enl Hf!l_
]| B~ [|vg]| = 5 5
O
Bemerkung;:

Insbesondere konnen wir das RB-Verfahren aus Definition 7.1 und 7.2 un-
verdndert iibernehmen, indem wir statt Koerzivitdt Inf-sup-Stabilitéit for-
dern. Die folgenden Aussagen gelten fiir koerzive und nicht koerzive aber
inf-sup-stabile Probleme.

Satz 7.11 (Beschranktheit durch Bestapproximation):
Sei ein Problem gemé&f Deﬁnition 7.1 und 7.2 gegeben und G5 (1), B3 (1) >
By > 0 fiir alle NP7, N® mit 887, 3% Inf-sup-Konstanten von " (u, v; i) =
b(u, v; u) auf X57 ><Xpr bzw. bd“(u vy ) = b(v, u; p) auf X x X und (1)
Stetlgkeltskonstante von b(+, ;) auf X x X. Dann gilt

e () — w7 ()] < (1 " %) inf

pr
veXy

u? () — o]
analog fiir duale 16sung und Ausgabe nach 7.3i).

Beweis: Sei b(u,v) = (Bu,v) fir B € L(X}). Fir v € X} gilt

76'&2
Ny (Wl —ug|[ [ Ble—wyJT - < b(v —uly, B(v — uy))
N———
exy
= (v —uy + (uy — "), B(v - ul))
= b(v—u", B(v—uY))
< v = w1 Blo—aiy )T
g r
= v —uyll < Z5llo — ™|

N
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o =] = inf (o = = o]
< nf (llu = ol| + Ilo — 1)
N
7N r
< (14 =) inf [jv—dl7]l.
< (47 it o=
Fiir duales Problem analog. []

Bemerkung;:

i) falls b koerziv und (1 + 5-) < 7 ist Satz 7.11 eine schérfere Aussage als
Satz 7.3.

ii) Fiir koerzive Probleme gilt fiir untere Schranke arp(p) an a(u) und
an(p) = inf,ex, %

arp(p) < a(p) < ... < ana(p) < an(p)

da sich Koerzivitat auf Teilrdume ,, vererbt®. Fiir inf-sup-stabile Proble-
me gilt dies nicht, B(u), On (1), By+1(p) sind vollkommen unabhéingig.
= Ubung.

Satz 7.12 (A-Posteriori-Fehlerschétzer):
Sei ein Problem geméf 7.1 und 7.2 gegeben mit Srp(u) > 0 untere Schranke
fiir die Inf-sup-Konstante 3(j) von b (u,v; i) = b(u, v; p) und 6% (u, v; u) =
b(v,u; p) auf X x X. Dann gelten

i) [l (1) — ()| < AL () o= Lozl

i) [ (p2) — e ()| < A () 1= L0

iii) [s(u) — sn(p)| < AN(p) = : 5LHB|(‘M) H
Beweis:

i) Nach Definition gilt fiir bestimmtes v # 0:

Bre(wlle” | |v]| < b(e”, v; ) = r(v) = (v, v) < (o7 || [v]]

Also .
o < L2l

Bre(p)
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ii) analog zu i)
iii) analog zu Satz 7.4 iii)
]

Bemerkung: i) Falls g4 (n) — (7" (u) gleichméfig in P fir N — oo,
dann besteht folgende Moglichkeit zur Konstruktion von Grp(u): Nach
Satz 7.7 bestimme \,,;;, kleinster EW von (EWP-/3) und damit g () :=
V Amin. Wahle o € (0,1) und setze Gpp(p) = o - P (p). Dann ist fiir
geniigend grofes N*" Brp(p) < By (1).

ii) Als alternative zu i) oder Satz 3.15 ist die ,,Successive Constraints Me-
thod* [HRSPO7| ein allgemeines Verfahren, welches untere Schranken
arp, frp durch Losen eines (kleinen) Optimierungsproblems bestimmen
kann. Dies ist auch effizient offline/online zerlegbar, siehe Kap. 8.

iii) Um ,,Stabilitit" zu steigern, d.h. 3%, Bj‘{}l zu vergroflern, ist statt Galerkin-
Projektion ein Petrov-Galerkin Ansatz moglich:
Seien X7, X}, unterschiedliche Ansatz- und Testraume. Suche u}y; €
X %: L
b(uy,v) = f(v) Vve Xy,

Hierbei ist X7, fiir gute Approximationen und X7, fiir gute Stabilitét
konstruiert.
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Kapitel 8

Weiterfiihrende Aspekte

8.1 Successive Constraints Method

Fiir a-posteriori Fehlerschranken sind schnell berechenbare Schranken fiir Sta-
bilitdtskonstanten erforderlich. Diese sind mit dem folgenden Verfahren be-
rechenbar, siche [HRSPO7].

Definition 8.1 (Successive Constraints Method (SCM)):
Sei b(u,v; p) = 222:1 0} ()b (u, v) auf X x X x P parametrisch koerziv mit
Koerzivitdtskonstante a(u) und P kompakt. Seien C, D C P endliche Teil-

mengen und M,, M, € N. Definiere

b
Y = {y:(yl,...,yQ) ERQEueXmit yq:H(L”'g),l §q§Q}
u
Wir definieren eine Zielfunktion J : P x R? — R
Q
T(1,y) = 0f(1)ya,
q=1
und ein Polytop durch
L () b (u, u)
o :=inf 5 ol = sup 5
R ] S | ]
Q
Bg = H[aq ,0;] c R¢
q=1
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Fiir M € N, u € P definiere Py;(u, C') C C durch

M — néchsten Nachbarn von p € C falls 1 < M < |C|
Py(p,C) =14 C falls |C] < M
0 falls M = 0.

Wir definieren hiermit fiir p € P:

Yip(p) = {y € Bq|
J( y) > a(y) V' € Py (p,C) und
J(' y) >0 V' € Py, (u, D)}
Yop = {y"(W)lw € CY mit  y (i) = argmin J (41, y)

und hiermit die Schranken

arp(p) == yer%iﬁu) J(1,y), (8.1)

ayp(p) == min J(p,y).

yeYup
R¥ A Bq YiB
i / S
- ey
4 — Yus
>
A Sassaseciints
-

Abbildung 8.1: Mengen der Successive Constraint Method

Satz 8.2 (a-Approximation mit SCM):
Es gilt fiir alle p € P

arp(p) < a(p) < ayp(p)
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Beweis:
Zunachst sehen wir, dass

07 (1) (u,
= inf 2% ) 2(u 2 = min J(u,y).

a(p)

Es gilt weiter
YopCY C YLB(,M).
Erste Inklusion: y € Yyp = y = y* (i) = argmingey J (1, y) fiir ein ¢/ € C,
also y € Y. Zweite Inklusion: Fiir y € Y gilt y € By und
a(p) = min J (i, 5) < J(W'y) V' € C
ye

und analog die Positivitdtsbedingung. Also gilt

min  J(u,y) <min J(u,y) < min J(u,y) .
R (1 yz_gey (1, y) S (1:9)

- -

~~ '

:aLB(u) :JM) =ayB (.u)

Bemerkung:

i) Fiir festes p ist J also insbesondere linear in y also (8.1) ein kleines,
schnell 16sbares, lineares Optimierungsproblem.

ii) C, D durch ein Greedy-Verfahren konstruierbar
iii) Ahnlich sind Schranken fiir 8y und 5 berechenbar

iv) SCM ist immer schérfer als der min #-Ansatz aus Lemma 3.15.

8.2 Nichtlineare Probleme

Behandlung als Multilinearform:
Beispiel viskose Burgers-Gleichung, siche [VPP03]

0, (u?) —0ppu =g auf Q= (0,1), u(0)=u(1)=0.

Schwache Form: suche u € X := H}(Q) mit

/8x(u2)v — e(Oppu)v = / gv Yve X
0 0



88 KAPITEL 8. WEITERFUHRENDE ASPEKTE

Partielle Integration liefert

—/u28xv+/sﬁxuﬁxv=/gv
Q Q Q

Setze Multilinearformen a(u,v,w) = — [,uwwd,w, b(u,v) = [,c0,ud,v,
f(v) == |, gv. Suche also u € X mit

a(u,u,") +b(u,-) — f(-) = 0.

-~

=F(u)eX’

Lose F(u) = 0 durch Newton-Verfahren. Hierzu Richtungs-Ableitungen be-
quem durch Multilinearformen darstellbar: Fiir alle u, h € X gilt:

DF|,(h) :}SiI%F(u%—éi;)—F(u).

F(u+6h) — F(u) = a(u+ dh,u+ doh,-)— a(u,u,-)
+b<u + oh, ) - b(“) ) - f() + f()
= 25a(u, h,-) + 6%a(h, h,-) + ob(h, ).

Also
DF|,(h) = 2a(u, h,-) + b(h,-).

Newton-Schleife:

e Wihle u° € X

e Wiederhole
bestimme A* Losung von DF |« (h¥) = —F(u*) also

2a(u”, h*,v) + b(R*,v) = —a(uf ¥ v) = b(u",v) + f(v) Yo e X

Setze uFtl .= u¥ + pF

e Bis |[uF! — uF|| < 1.
RB-Vefahren ist aus Galerkin-Projektion dieser Schleife sofort ersichtlich.

Bemerkung;:
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i) Neben Offline-Matrizen nun auch Offline-Tensoren erforderlich: Agjk =

a’(i, p;, or)- Systemassembierung fiir h* in der Online-Phase offensicht-
lich Komplexitdat O(N™) mit m Anzahl der Argumente der fithrenden
Multilinearform. Verfahren also nur fiir kleine m = 2, 3, 4 praktikabel.

ii) Allgemeinere Nichtlinearitdten: Direkt mittels Empirischer Interpolati-
on.

Ausblick auf das Wintersemester WS 2010/2011:
Vorlesung “Reduzierte Basis Methoden IT”

e RB fiir instationédre Probleme
e RB fiir Optimierung

e Basisgenerierung

° ...

— BSc- und Diplomarbeiten.
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